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ВВЕДЕНИЕ 
 

Главными задачами изучения курса технической механики является изу-

чение основных законов и теорем механики, а также развитие у студентов уме-

ния применять их к решению практических задач. 

Следует иметь в виду, что для понимания теорем и выводов теоретиче-

ской механики необходимы сведения из высшей математики (аналитическая 

геометрия, основы дифференциальной геометрии, дифференциальное и инте-

гральное исчисление). Недостаточные знания этих разделов математики могут 

привести к сложностям при изучении механики и трудностям при решении 

практических задач. 

В процессе изучения технической механики студенты выполняют кон-

трольную работу в соответствии с указаниями, полученными на лекциях. 
 

Выбор варианта 

Шифром, по которому выбирается тот или иной вариант контрольной 

работы, является номер зачетной книжки или студенческого билета. Выбор 

номера схемы на рисунке или в таблице следует производить по последней 

цифре шифра, а исходные данные в таблицах – по предпоследней цифре. 

 

Оформление работы 

Контрольная работа выполняются на листах формата А4 или в тетради с 

указанием на обложке название дисциплины, фамилии и инициалов студента, 

номера зачетной книжки, а также дата выполнения и подпись исполнителя. 

При оформлении контрольной работы изложение каждого задания долж-

но начинаться с новой страницы. Условие задания должно быть переписано 

полностью, вместе с заданным рисунком и данными из таблицы. Далее кратко 

записываются данные задачи и указываются искомые величины. Решение каж-

дой задачи должно сопровождаться подробными пояснениями, указывающими, 

на основании каких положений механики проводится решение задачи. 

С левой стороны листа следует оставить поле шириной не менее 25 мм. 

Исправление ошибок в работах после рецензирования производится в 

тексте работы на оставшихся свободных листах. При этом необходимо приво-

дить подробные пояснения по всем замечаниям, сделанным рецензентом. 

При защите контрольной работы, которая производится до сдачи зачета 

или экзамена, студент в беседе с преподавателем должен показать хорошие 

знания теоретического материала и умение самостоятельно решать аналогич-

ные задачи. 

При составлении данных методических указаний использовались учебно-

методического пособие Е. В. Поляковой, А. Г. Усова, В. А. Чайкина «Теорети-

ческая механика», СПб., издательство СПГУТД, 2013 г. и методические указа-

ния Т.С. Грибковой, А.В. Орестовой «Кинематический анализ плоских рычаж-

ных механизмов», СПб., издательство СПГУТД, 2015 г. 
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СТАТИКА 
 

Тема 1. ПРОИЗВОЛЬНАЯ ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ  

 

Задание 1 

 

Найти реакции связей (опор), наложенных на основное тело конструкции 

– балку или сварной стержень. 

Исходные данные приведены в таблице 1.1. Схемы конструкций приве-

дены ниже (размеры, м). 

 

 

  

  

  

 

Рис. 1.1 
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Рис. 1.1. Продолжение 

 

Таблица 1.1 
Номер варианта 

исходных данных 
Заданные величины 

G, кН Р, кН М, кН∙м q, кН/м , град 

0 10 5 20 I 30 

1 12 4 10 2 15 

2 8 6 5 4 45 

3 14 3 8 3 60 

4 16 8 12 2 30 

5 6 7 4 3 60 

6 10 6 8 0,5 15 

7 6 12 15 4 45 

8 4 8 9 1.5 30 

9 20 10 6 5 60 
 

 

Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

 

Тела, ограничивающие перемещения данного тела, являются по отноше-

нию к нему связями. В точках контакта тела со связью возникают силы их вза-

имодействия. Силы, которыми связи действуют на данное тело, называются ре-

акциями связей. При решении задач, кроме активных сил, действующих на 

данное тело, необходимо учитывать и эти контактные силы (реакции связей). 

Реакции связей в задачах статики определяют, решая уравнения равнове-

сия, составляемые для отдельных тел или конструкций. Эти уравнения будут 
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указаны ниже. Но направления реакций связей во многих случаях могут и 

должны быть определены предварительно (до составления уравнений равнове-

сия) из рассмотрения свойств связей. 

В вариантах предлагаемых заданий используются виды связей (опор), ко-

торые приведены ниже. 

 Цилиндрическая шарнирно-неподвижная опора 

Эта опора изображается, как показано на рисунке 

1.2. Она препятствует любому поступательному 

движению (тела) балки, но дает ему возможность 

свободно поворачиваться вокруг оси шарнира. Ре-

акция R


 цилиндрического шарнира может иметь 

любое направление в плоскости, перпендикуляр-

ной оси шарнира. 

 

При решении задач реакция R


 заменяется  двумя  

взаимно перпендикулярными составляющими, 

например, xR


 и yR


 (рис. 1.3). Определив в ходе 

решения задачи составляющие xR


 и yR


, находят 

модуль и направление реакции R


. Если знак вели-

чины какой-либо силы окажется отрицательным, 

то  это означает, что  направление силы противо-

положно тому, которое было предварительно ука-

зано на рисунке. 

 

Цилиндрическая шарнирно-подвижная опора (рис. 

1.4), нижняя обойма которой поставлена на катки, 

не препятствует перемещению балки параллельно 

опорной плоскости, если не учитывать сил трения. 

Линию действия реакции такой опоры следует счи-

тать проходящей через центр шарнира перпенди-

кулярно к опорной плоскости. Таким образом, не 

известен только модуль этой реакции. 

 

Если на твердое тело наложена гибкая связь 

(нить, канат, трос, цепь и др.), то реакция свя-

зи, приложенная к телу в точке его крепления 

к связи, направлена вдоль связи от тела, как 

показано на рисунке 1.5. 

 

R


 
 

R


 

1T


 
2T


 

R


 

x  

y  

xR


 

yR


 

Рис. 1.4 

Рис. 1.5 

Рис. 1.2 

Рис. 1.3 
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Опорой конструкции может служить невесо-

мый стержень с двумя концевыми шарнирами 

(рис. 1.6). Невесомым называют стержень, ве-

сом которого по сравнению с воспринимаемой 

им нагрузкой можно пренебречь. Реакция R


 

прямолинейного стержня направлена вдоль 

оси стержня. 

 

В случае заделки одного тела в другое (рис. 

1.7) реакцию опоры (стены) следует предста-

вить, как состоящую из силы R


, разложенной 

на составляющие xR


 и yR


, а также из момен-

та M . 

 

 

 

 

Во всех вариантах задания присутствует прямолинейный участок кон-

струкции, находящийся под действием распределенной нагрузки постоянной 

интенсивности q  (рис. 1.8). Такую нагрузку 

следует заменить ее равнодействующей Q


, 

направленной перпендикулярно нагруженному 

отрезку (длиной l ) и приложенной в его сере-

дине. Модуль равнодействующей  определяет-

ся выражением 

lqQ = .   (1.1) 

Среди всевозможных уравнений равновесия тела под действием произ-

вольной плоской системы сил не может быть более трех независимых. Из них 

можно определить не более трех неизвестных (реакций). При правильном вы-

полнении настоящего задания число искомых реакций равно трем. 

При решении задач можно пользоваться любой из указываемых ниже 

трех форм системы уравнений равновесия тела (конструкции) под действием 

произвольной плоской системы сил. 

При составлении уравнений равновесия в первой форме требуют, чтобы 

суммы проекций всех сил на произвольно выбранные оси декартовых коорди-

нат x , y  и сумма моментов этих сил относительно произвольно выбранной 

точки O  равнялись нулю, т. е. записывают уравнения: 

R


 

R


 

R


 

x  

y  

xR


 

yR


 

M  

q

 

l
 

Q


 

Рис. 1.6 

Рис. 1.7 

Рис. 1.8 
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 =
=

n

1i
ix 0F ,   =

=

n

1i
iy 0F ,   =

=

n

1i
o 0)(M iF


.   (1.2) 

При составлении уравнений равновесия во второй форме можно ограни-

читься составлением одного уравнения равновесия в проекциях, например, на 

ось x , и добавить два уравнения моментов относительно двух произвольных 

точек A  и B , взятых так, чтобы ось x  не была перпендикулярна прямой AB : 

 =
=

n

1i
ix 0F ,   =

=

n

1i
A 0)(M iF


,   =

=

n

1i
B 0)(M iF


.  (1.3) 

Третья форма уравнений равновесия получится, если составить три урав-

нения моментов относительно произвольно выбранных точек A , B  и C , не ле-

жащих на одной прямой: 

 =
=

n

1i
A 0)(M iF


,  =

=

n

1i
B 0)(M iF


,  =

=

n

1i
C 0)(M iF


.   (1.4) 

Задание рекомендуется выполнять в следующем порядке: 

1) выделить и изобразить на рисунке некоторое тело (конструкцию), из 

уравнений равновесия которого можно определить искомые реакции связей 

(опор); 

2) изобразить на рисунке задаваемые внешние силы, приложенные к это-

му телу (конструкции); при этом следует заменить распределенные нагрузки их 

равнодействующими; 

3) изобразить на рисунке реакции связей, наложенных на выбранное тело 

(конструкцию); 

4) выбрать и указать на рисунке направления осей декартовых координат 

и точку (или точки), относительно которой будет составлено уравнение момен-

тов; 

5) составить уравнения равновесия тела; 

6) решая уравнения равновесия, определить неизвестные величины. 

Уравнения равновесия можно составлять в любой из указанных форм 

(уравнения (1.2), (1.3) или (1.4)). Следует стремиться к получению таких урав-

нений равновесия, в каждое из которых входила бы только одна неизвестная 

величина. В этом случае вместо совместного решения системы уравнений мож-

но каждую из неизвестных величин непосредственно определить из соответ-

ствующего уравнения. Для этого оси координат целесообразно направить так, 

чтобы некоторые неизвестные силы оказались перпендикулярными к этим 

осям. Тогда величины этих неизвестных сил в соответствующее уравнение про-

екций не войдут. Если центр моментов, то есть точку, относительно которой 

должно быть составлено уравнение моментов, выбрать в точке пересечения ли-

ний действия двух неизвестных сил, то из соответствующего уравнения момен-

тов непосредственно определяется величина третьей неизвестной силы. Если, 

однако, при этом центр моментов оказывается расположенным так, что вычис-
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ление плеча искомой силы представляет значительные трудности, то лучше со-

ставить такое уравнение моментов (относительно другого центра), в которое 

войдут величины двух неизвестных сил, а затем совместно решить полученную 

систему уравнений. 

 

Выполняя задание, следует придерживаться следующей формы 

Задание 1 

Вариант схемы 4, вариант исходных данных 3. 

Условие задачи 

 

Найти реакции связей (опор), 

наложенных на основное тело 

конструкции – балку или сварной 

стержень. Схема конструкции по-

казана на рисунке 1.9 (размеры, м). 

 

 

 

Дано: 14G =  кН, 4P =  кН, 

7M =  кН∙м, 3q = кН/м, 60= . 

Найти: реакции опор балки. 

Решение. 

На балку действуют (рис. 1.10) следующие активные силы: сила тяжести 

G


, приложенная в ее середине, сила P


, направленная под углом 60=  к вер-

тикали, равнодействующая Q


 распределенной нагрузки, равная 

кН 3== CBqQ , приложенная в середине участка СВ  и направленная верти-

кально вниз, и, наконец, пара сил с моментом M . 

Рис. 1.9 
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Рис. 1.10 

 

Реакцию BR


 опоры B  направляем перпендикулярно опорной плоскости, 

неизвестную по направлению реакцию AR


 представляем двумя взаимно пер-

пендикулярными составляющими AxR


 и AyR


. 

Уравнение равновесия балки в проекциях на ось x имеет вид 

030cos60sin =++ AxB RRP  .    (1.5) 

Уравнение моментов относительно центра A  имеет вид 

030sin30sin =−+−+ MEAGBARDAQCAP B


. (1.6) 

Уравнение моментов относительно центра B  имеет вид 

030sin =+−−+ BARMBEGDBQCBP Ay


.  (1.7) 

Решая эту систему уравнений равновесия, определим неизвестные вели-

чины. Уравнение моментов (1.7) позволяет вычислить реакцию AyR : 

кН 83,5
30sin


++−−

=
BA

MBEGDBQCBP
RAy



. (1.8) 

Из уравнения моментов (1.6) находим реакцию BR : 

AxR


 

AyR


 

M  

G


 

P


 

60  

30  

BR


 

Q


 
C  B  A  

2
 

1  5,0
 

 

5,0
 

x
 

y  

D  E  



12 

кН 33,26
30sin

30sin




−++
=





BA

MEAGDAQCAP
RB .  (1.9) 

Подставив полученное значение BR  в уравнение (1.5), определяем неиз-

вестную реакцию AxR : 

кН 27,2630cos60sin −−−= 
BAx RPR .  (1.10) 

Для проверки вычислений составим уравнение равновесия балки в проек-

циях на ось y , направленную, как показано на рисунке 1.9. Справедливость 

проведенных расчетов подтверждается выполнением этого уравнения, т. е. ра-

венством 

 =
=

n

1i
iyF 030sin60cos +−+−− AyB RGRQP 

.  (1.11) 

Модуль полной реакции AR  определяется по формуле 

( ) ( ) кН 91,26
22

+= AyAxA RRR .    (1.12) 

 

Ответ: кН 33,26BR , кН 27,26−AxR , кН 83,5AyR , кН 91,26AR . 
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КИНЕМАТИКА 

Тема 2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 

Задание 2 

По заданным уравнениям движения точки М в декартовых координатах x 

= f1(t), y = f2(t) найти: 

1) уравнение траектории движения точки; 

2) скорость и ускорение точки в произвольный момент времени t, а также 

в момент времени t = t1; 

3) касательное и нормальное ускорения точки в момент времени t1; 

4) радиус кривизны траектории в точке, совпадающей с положением точ-

ки М в момент времени t = t1. 

Кроме того, построить, выбрав соответствующие масштабы для длин, 

скоростей и ускорений: 

1) траекторию точки; 

2) положение точки на траектории в момент временя t = t1; 

3) скорость и ускорение точки, а также касательное и нормальное 

ускорения для момента времени t = t1. 

Уравнения движения точки и момент времени t = t1 выбрать по по-

следней цифре шифра, величины коэффициентов a и b, приведенных в 

таблице 3.1, – по предпоследней цифре. 

 

Уравнения движения точки и значение времени t к заданию 3: 

 

0. x = a sin(t/4)  y = b cos(t/4)  t1 = 3 c 

1. x = a sin(t/6)  y = 4 + b cos(t/6) t1 = 1 c 

2. x = 10at   y = bt2   t1 = 0,5 c 

3. x = 1 – a cos t  y = b sint   t1 = /4 c 

4. x = a cos3t – 1  y = 3 + b sin 3t  t1 = /18 c 

5. x = a – sin t   y = b + 2 cos t  t1 = /3 c 

6. x = at    y = at – bt2   t1 = 0,2 c 

7. x = a cos(2t/3)  y = 2 + b sin(2t/3) t1 = 2 c 

8. x = a + 2 sin(t/4)  y = b + 2 sin(t/4)  t1 = 1 c 

9. x = at2 + bt   y = 2bt   t1 = 0,3 c 

 

Таблица 2.1  

Заданная 

 величина, м 

Номер варианта исходных данных 

0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 

a 2 3 1 4 5 6 3 2 1 4 

b 6 1 2 5 4 3 2 5 3 2 
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Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Положение точки M  в выбранной системе отсчета можно задать тремя ее 

координатами, например, прямоугольными декартовыми координатами x , y , 

z . При движении точки ее координаты являются функциями времени 

)t(fx 1= , )t(fy 2= , )t(fz 3= .    (2.1) 

Если точка движется в одной плоскости, к примеру, Oxy , будем иметь 

два уравнения движения 

)t(fx 1= , )t(fy 2= .     (2.2) 

Приведенные уравнения можно рассматривать как параметрические 

уравнения траектории точки (параметр – время t ). Для того чтобы получить 

уравнение траектории в виде уравнения, связывающего координаты точки, 

например, в виде )x(y = , необходимо из уравнений движения исключить 

время t . 

Проекции скорости на оси прямоугольных декартовых координат равны 

первым производным от соответствующих координат точки по времени, т. е. 

x
dt

dx
vx == , y

dt

dy
vy == .   (2.3) 

Модуль скорости v  определяется равенством 

2222 yxvvv yx  +=+= .    (2.4) 

Вектор скорости точки v


 направлен по касательной к траектории точки в 

сторону ее движения. 

Проекции ускорения точки на оси прямоугольных декартовых координат 

равны первым производным от соответствующих проекций скорости или вто-

рым производным от соответствующих координат точки по времени 

x
dt

dv
a x

x == , y
dt

dv
a

y
y == .   (2.5) 

Модуль ускорения a  вычисляется по формуле 

222
y

2
x yxaaa  +=+= .    (2.6) 

В соответствии с содержанием данного задания ограничимся рассмотре-

нием движений точки по плоскости. Выберем на плоской траектории точки 

начало O  и положительное направление отсчета дуговой координаты s . Про-

ведем через рассматриваемую точку M  касательную и нормаль к траектории. 

Введем в рассмотрение единичные векторы (орты) касательной 


 и главной 

нормали n


, направив орт 


 в сторону возрастания дуговой координаты, а орт 

n


 − в сторону вогнутости кривой (рис. 2.1). 
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Рис. 2.1 

Ускорение точки может быть представлено в виде геометрической суммы 

двух составляющих. Составляющая, направленная по касательной к траекто-

рии, называется касательным или тангенциальным ускорением. Это ускорение 

может быть представлено формулой 

dv

dt


 =a  ,     (2.7) 

где 
dt

ds
v =  −  проекциz скорости на положительное направление касательной к 

траектории в рассматриваемой точке. 

Составляющая ускорения, направленная по главной нормали, называется 

нормальным ускорением. Нормальное ускорение определяется формулой 

nan





2v
= ,      (2.8) 

где   − радиус кривизны траектории. 

Таким образом, ускорение может быть представлено в виде 

nτ aaa


+= .      (2.9) 

Касательное ускорение характеризует быстроту изменения величины 

скорости точки. Оно направлено: 

❑ в сторону скорости при ускоренном движении; 

❑ в сторону, противоположную вектору скорости, при замедленном движе-

нии. 

Нормальное ускорение всегда направлено в сторону вогнутости траекто-

рии, к центру ее кривизны, и  характеризует быстроту изменения скорости по 

направлению. 

Ускорение направлено в сторону вогнутости траектории (рис. 2.1) или 

(если 0an = ) по касательной к ней. 

Так как векторы a


 и na


 взаимно перпендикулярны, то модуль ускоре-

ния может быть представлен в виде 

O  

M
 

s  

+  




 

n


 

a


 

a


 

na

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2

42
22






v

dt

dv
aaa n +








=+= .   (2.10) 

При решении задач удобно использовать следующие соотношения: 

2
2 2, ,

x x y y
n

n

v a v a v
a a a a

v v a
 

+
= = = − =

v a
 (2.10).             (2.11) 

Знак скалярного произведения yyxx avav +=av


 определяет характер 

движения точки: положительное значение будет получено при совпадении 

направлений векторов v


 и a


, движение точки в этом случае является ускорен-

ным; отрицательное значение указанного скалярного произведения соответ-

ствует замедленному движению точки; нулевое значение – равномерному. 

 

При выполнении задания следует придерживаться следующей формы. 

 

Задание 2 

Вариант данных 1. 

Условие задачи 

По заданным уравнениям движения точки  М в декартовых координатах x 

= f1(t), y = f2(t) найти: 

1) уравнение траектории движения точки; 

2) скорость и ускорение точки в произвольный момент времени t, а также 

в момент времени t = t1; 

3) касательное и нормальное ускорения точки в момент времени t1; 

4) радиус кривизны траектории в точке, совпадающей с положением точ-

ки М в момент времени t = t1. 

Кроме того, построить, выбрав соответствующие масштабы для длин, 

скоростей и ускорений: 

1) траекторию точки; 

2) положение точки на траектории в момент временя t = t1; 

3) скорость и ускорение точки, а также касательное и нормальное 

ускорения для момента времени t = t1. 

Дано: 

)6/sin(3 tx =  м, )6/cos(42 ty +=  м, 1t1 =  с. 

 

Решение. 

1. Получим уравнение траектории движения точки в координатной фор-

ме, исключив время t из уравнений движения. Выражая )6/sin( t  и )6/cos( t  

из заданных уравнений движения, имеем  



17 

3
)6/sin(

x
t = , 

4

2
)6/cos(

−
=

y
t .    (2.12) 

Воспользовавшись тем, что 1)6/(cos)6/(sin 22 =+ tt  , получаем уравнение 

траектории в виде 

1
4

2

3

22

=






 −
+







 yx
.    (2.13) 

Последнее уравнение представляет собой уравнение эллипса с полуосями 

3 и 4 с центром в точке (0,2) (рис. 3.2). 

2. Выясним, где находится точка на траектории в момент времени 1t : 

м 5,1)6/sin(3
1

==
=


t

x , 

м 5,5322)6/cos(42
1

+=+=
=


t

y . 

Таким образом, точка в момент времени 11 == tt с имеет координаты 

)5,5;5,1(1M . Ее положение на траектории указано на рисунке 2.2. 

3. Определим скорость и ускорение точки M  в произвольный момент 

времени t , а также в момент времени 1t . 

Проекции скорости на оси y,x  равны первым производным от соответ-

ствующих координат точки по времени 

)6/cos(
2

txvx 


==  , )6/sin(
3

2
tyvy 


−==  .  (2.15) 

Модуль скорости v  равен 

.)6/(sin79
6

)6/(sin16)6/(cos9
6

2

2222

t

ttvvv yx







+=

=+=+=

  (2.16) 

Для момента времени 1t  будем иметь 

36,1
2

3

21
=

=


txv  м/с, 05,1

2

1

3

2

1
−−=

=


tyv  м/с, 

72,1
1


=t

v  м/с. 

По найденным проекциям построим вектор скорости jv


yx vv += i  в точке 

1M  (рис. 2.2). 

Проведя построение, полезно убедиться в том, что вектор скорости v


 в 

соответствии с теоретическими положениями направлен по касательной к тра-

ектории точки в сторону ее движения. 

Находим проекции ускорения точки на оси координат:  

 

(2.14) 

(3.17) 
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)6/sin(
12

2

tvxa xx 


−===  , )6/cos(
9

2

tvya yy 


−===  .   (2.18) 

 

Модуль ускорения a  вычисляется по формуле 

 

.)6/(cos6381
108

)6/(cos144)6/(sin81
108

2
2

22
2

22

t

ttaaa yx







+=

=+=+=

  (2.19) 

 

Для момента времени t = 1t  = 1с будем иметь 

 

 
2 2

2 2

1 1

2

1

1 3
0,41 / , 0,95 / ,

12 2 9 2

1,03 / .

x yt t

t

a м с a м с

a м с

= =

=

 
= −   − = −   −



             (2.20)  

 

По найденным проекциям ускорения строится вектор ускорения 

jia


yx aa +=  в точке 1M  (рис.2.2). 

Следует удостовериться, что вектор ускорения a


 направлен в сторону во-

гнутости траектории. 

4. Найдем касательное и нормальное ускорения точки в момент времени 

1t , используя соотношения 

x x y yv a v a
a

v


+
= , 

22
n aaa −=    (2.21) 

и результаты предыдущих вычислений.  
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Рис. 2.2 

Будем иметь 

2

1

2 2 2

1

1 36 0 41 1 05 0 95
0 26 м/с ,

1 72

1,03 0,26 1 м/с .

t

n t

, ( , ) ( , ) ( , )
a ,

,

a

 =

=

 − + −  −
 

 − 

                (2.22) 

По знаку касательного ускорения заключаем, что в данный момент вре-

мени движение точки является ускоренным. 

5. Определим радиус кривизны траектории в точке 1M , для чего восполь-

зуемся равенством  

na

v2

= .     (2.23) 

В результате получим м 96,2
1

72,1 2

 . 

6. Векторы скорости, ускорения, касательного, нормального ускорений 

точки в соответствующем масштабе показаны на рисунке 2.2. Результаты вы-

числений для заданного момента времени приведены в таблице 2.2 

 

 1 

1 

0M

 1M  

V


 

O  x
 

y  

a


 

na


 
a


 

0  

0

 

1  

1
 

м/с 

м/с2 



20 

 

Таблица 2.2 

Координаты, 

м 

Скорость, м/с Ускорение, м/с2 
Рад. 

крив., 

м 

x  y  xv  yv  v  xa  ya  a  a
 

na
 

  

1,5 5,5 1,36 -1,05 1,72 -0,41 -0,95 1,03 0,26 1,00 2,96 
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Тема 3. ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ  

НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ  

Задание 3 

 

По заданному уравнению прямолинейного поступательного движения 

груза 1 определить скорость, а также касательное, нормальное и полное уско-

рения точки М механизма в момент времени t1, когда путь, пройденный грузом, 

равен S. 

Показать на рисунке векторы скорости и ускорения точки.  

Схемы механизмов представлены на рисунке 3.1. 

 

  

  

  

Рис. 3.1 
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Рис. 3.1. Продолжение 

Исходные данные приведены в таблице 3.1. 

Таблица 3.1 
 

Номер варианта 

исходных данных 

Заданные величины 

R2, см r2, см R3, см x = x(t), x - см, t - с S, м 

0 60 45 36 10 + 100 t2 0,5 

1 100 60 75 18 + 70 t2 0,2 

2 100 60 30 5 + 60 t2 0,5 

3 40 25 20 5 + 40 t2 0,3 

4 20 15 10 2 + 50 t2 0,1 

5 15 10 20 5 + 80 t2 0,2 

6 20 10 30 4 + 90 t2 0,5 

7 40 30 20 10 + 40 t2 0,3 

8 30 15 40 5 + 60 t2 0,2 

9 25 20 50 6 + 30 t2 0,3 

 

Примечание. Для определения момента времени t1 необходимо учесть, что 

путь S, пройденный телом за время t = t1, заданный в условии задания, равен  

S = x(t1) – x(t0), 

где t0 = 0. 

Основные теоретические положения, используемые при решении задач 
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Вращательное движение твердого тела полностью определяется заданием 

угла его поворота как функции времени: )t( = . Угол поворота обычно изме-

ряют в радианах. Главными кинематическими характеристиками вращательно-

го движения в целом являются угловая скорость и угловое ускорение. 

Угловая скорость тела в данный момент времени равна первой производ-

ной по времени от угла поворота 




 ==
dt

d~ .     (3.1) 

Введенная таким образом угловая скорость ~  будет положительной, если в 

рассматриваемый момент времени тело вращается в направлении, соответству-

ющем произвольно выбираемому положительному направлению отсчета угла 

 , т. е. если в данный момент угол   возрастает. Если в данный момент тело 

движется так, что угол   убывает, то величина ~  будет отрицательной. Абсо-

лютное значение угловой скорости будем обозначать через  :  == ~ . Если 

угол поворота измеряется в радианах, а время – в секундах, то единицей изме-

рения угловой скорости будет рад/с (или, короче, с-1). 

Угловое ускорение тела в данный момент времени равно первой произ-

водной от угловой скорости или второй производной от угла поворота тела по 

времени 




 ===
2

2

dt

d

dt

~d~ .     (3.2) 

Если знаки ~  и ~  одинаковы, тело вращается ускоренно; если разные – 

замедленно. Абсолютное значение углового ускорения будем обозначать через 

 :  == ~ . Единицей измерения углового ускорения является рад/с2 (или, 

короче, с-2). 

Кинематические характеристики движения отдельных точек твердого те-

ла определяются характеристиками движения тела в целом и положением точек 

в теле.  

При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси любая его точка 

описывает окружность с центром на оси вращения, лежащую в плоскости, пер-

пендикулярной оси. Радиус окружности представляет собой расстояние h  от 

точки до оси вращения. 

Величина скорости точки твердого тела, вращающегося вокруг непо-

движной оси, равна произведению угловой скорости   тела на расстояние h  от 

этой точки до оси вращения 

hv =  .      (3.3) 
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Из формулы (3.3) следует, что модули скоростей точек вращающегося тела 

пропорциональны расстояниям от этих точек до оси вращения. На рисунке 4.2 

показана эпюра скоростей точек, лежащих на отрезке OM . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.2 

Направление касательной к траектории любой точки тела считается по-

ложительным, если оно соответствует принятому в качестве положительного 

направлению отсчета угла  . Проекция ускорения точки M  на положительное 

направление касательной к траектории определяется равенством 

h~a =  .     (3.4) 

Модуль касательного ускорения 

ha =  .     (3.5) 

Модуль нормального ускорения точки M  равен 

ha 2
n =  .     (3.6) 

Касательное ускорение a


 точки M  направлено по касательной к описы-

ваемой этой точкой окружности: 

❑ в ту же сторону что и скорость (рис. 3.3, а), если вращение ускоренное 

(при этом знаки ~  и ~  одинаковы); 

❑ в сторону, противоположную скорости (рис.3.3, б), если вращение замед-

ленное (при этом знаки ~  и ~  разные). 

Нормальное ускорение na


 точки всегда направлено от этой точки к оси 

вращения тела (к центру O  описываемой точкой окружности), поэтому ускоре-

ние na


 называют также центростремительным (или осестремительным). 

Ускорение точки M  является геометрической суммой своих нормальной 

и касательной составляющих, т. е. 

naaa


+=  .     (3.7) 

Модуль ускорения 

O    



 

M  

v


 

h
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422
n

2 haaa  +=+= .    (3.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

а      б 

Рис. 3.3 

При выполнении задания следует придерживаться следующей формы. 

Задание 3 

Схема 1, вариант данных 5.Условие задачи 

По заданному уравнению прямолинейного поступательного движения 

груза 1 определить скорость, а также касательное, нормальное и полное уско-

рения точки М механизма в момент времени t1, когда путь, пройденный грузом, 

равен S. 

Показать на рисунке векторы скорости и ускорения точки (рис.3.4).  

Дано: 60R2 =  см, 40r2 =  см, 

50R3 =  см, 2,0S =  м, 
2t8018)t(x +=  см, 

 

 

Найти: MV ,  Ma , Mna , Ma . 

Рис. 3.4 
Решение. 

Для определения момента времени 1t  необходимо учесть, что путь 

2,0S =  м = 20 см, пройденный грузом 1 за время 1tt = , определяется выраже-

нием 

)t(x)t(xS 01 −= ,        (3.9) 

O  

  



 

M  

V


 

h
 


 

a


 

na


 

a


 

O  

  



 

M  

V


 


 

a


 
na


 

a

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где 0t0 = . Поэтому с учетом данных задачи получим следующее уравнение 

относительно неизвестного момента времени 1t : 
2
1

2
1 t8018t801820 =−+= .   (3.10) 

Отсюда 5,0t1 =  с. 

Скорость груза 1 в прямолинейном поступательном движении определя-

ется как первая производная по времени от координаты )t(x  

tt
dt

d
xv 160)8018( 2

1 =+==  .   (3.11) 

Обозначим через A  точку схода нити с колеса 2 (рис. 3.5). Очевидно, что 

скорость этой точки совпадает со скоростью груза 1, так как нить предполага-

ется нерастяжимой: 1vvA = . С другой стороны, рассматривая точку A  как точ-

ку, лежащую на ободе колеса радиуса 2r , заключаем, что ее скорость 

22 rvA =  . Следовательно, 

221 rv =  ,      (3.12) 

и, значит, 

2

1
2

r

v
= .      (3.13) 

 

Рис. 3.5 

Для получения соотношения, связывающего угловые скорости колес 2 и 

3, учтем, что точки касания этих колес (иначе, точки их зацепления, совмещен-

ные в полюсе B ) имеют равные скорости, так как отсутствует скольжение меж-

ду колесами. Скорость той из этих точек, которая принадлежит ободу колеса 2, 

равна 

 

22 RvB =  .     (3.14) 
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Скорость другой точки, лежащей на ободе колеса 3, равна 

33 RvB =  .     (3.15) 

Таким образом, 

3322 RR =  .     (3.16) 

Выражая 3  из последнего уравнения и учитывая (3.13), будем иметь 

1
23

2
2

3

2
3 v

rR

R

R

R
==  .    (3.17) 

Подставляя сюда заданные в условии величины и учитывая равенство 

(3.11), получаем 

t8,43 = .     (3.18) 

Угловое ускорение колеса 3 равно 

2
33 рад/с 8,4==   .    (3.19) 

Угловое ускорение положительно, как и угловая скорость этого колеса. 

Значит, вращение колеса 3 является ускоренным. 

Скорость точки M , ее касательное, нормальное и полное ускорения рас-

считываются по формулам 

 

tRvM 24033 ==  ; 

 
2

33M см/с 240Ra ==  , 2
3

2
3Mn t1152Ra ==  , (3.20) 

2
Mn

2
MM )a()a(a +=  . 

 

Результаты вычислений для момента времени c 5,01 =t  приведены ниже в 

таблице 3.2. 

Векторы скорости, касательного, нормального и полного ускорений точки 

M  показаны на рисунке 3.5. 

 

Таблица 3.2 

Mv , см/с Ma , см/с2 
Mna , см/с2 

Ma , см/с2 

120 240 288 374,89 
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Тема 4. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКИХ 

РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ  

Задание 4 

 

Задание содержит расчетную и графическую части по разделу кинемати-

ческий анализ плоских рычажных механизмов. 

Выполнение работы закрепляет знания, полученные при изучении выс-

шей математики, физики, инженерной графики и технической механике. 

Выполняя работу, студент знакомится с этапами исследования машин, с 

методами и методиками расчетов, справочной и технической литературой, по-

лучает навыки выполнения расчетов аналитическим и графоаналитическим ме-

тодами.  

В настоящих методических указаниях используется графоаналитический 

метод определения кинематических параметров механизмов – «Метод планов 

скоростей и ускорений». Данный метод обычно применяется как оценочный 

при определении кинематических параметров исследуемого механизма, а также 

для отладки компьютерных программ при использовании аналитического мето-

да кинематического анализа механизмов. 

Для выполнения работы схему механизма и вариант параметров меха-

низма выбирается по двум последним цифрам номера зачетной книжки. 

Схема механизма по предпоследней цифре, а параметры механизма – по 

последней цифре. 

Графическая часть работы выполняется на миллиметровке.  

 

При кинематическом анализе решаются следующие задачи: 

•  Определение положений звеньев механизма при заданном положении 

входного звена. 

•  Определение линейных скоростей точек механизма и угловых скоро-

стей звеньев. 

•  Определение линейных ускорений точек механизмов и угловых уско-

рений звеньев. 

•  Определение функций положений звеньев, первых и вторых переда-

точных функций механизма. 

 

4.1. ПОСТРОЕНИЕ ПЛАНОВ МЕХАНИЗМОВ 

 

В работе рассматривается механизм, содержащий одну группу Ассура 2-

го класса, 3-й модификации, 1-го и 2-го видов. Данные механизмы позволяют 

студенту освоить методику кинематического анализа плоских рычажных меха-

низмов различных видов. 
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Кинематическое исследование начинают с построения планов положений 

механизма.  

Планом механизма называют масштабное графическое изображение ки-

нематической схемы механизма, соответствующее заданному положению 

входного звена. Для построения планов положений механизма выбирают си-

стему координат. 

Начало координат обычно совмещают с осью вращения входного звена 

(кривошипа). За нулевое положение выбирают положение входного звена, сов-

падающее с положительным направлением оси абсцисс (φ1 = 0).  

В данной работе студент строит одно положение механизма для заданно-

го угла поворота входного звена φ1. 

Рассмотрим построение планов механизмов 2-го класса с группой Ассура 

3-й модификации.  
 

4.1.1. Механизм с группой 3- й модификации 1- го вида  

 
Механизм состоит из входного звена (кривошипа О1А) и присоединенной 

к нему и к стойке группы Ассура 2-го класса 3-й модификации 1-го вида (диада 

ВПВ). В данном механизме группа присоединяется ползуном к входному звену, 

а другой внешней вращательной парой к стойке (рис. 4.1). При работе механиз-

ма ползун вращает звено О2В относительно стойки О2. Звено О2В в таком ме-

ханизме называется кулисой. Данный механизм называется кривошипно-

кулисным с вращательным движением кулисы. 

План положений механизма строится в масштабе 
L

K м/мм, представля-

ющий собой отношение действительной величины звена в метрах к чертежной 

величине в миллиметрах. 

Траекторией точки А, принадлежащей кривошипу, является окружность 

с радиусом О1А. Если строится несколько положений механизма и угловая 

скорость входного звена постоянная (ω1 = const), то данная окружность делится 

на равные части. Нулевому положению точки А соответствует положение кри-

вошипа при φ1 = 0. Последующие положения соответствуют направлению уг-

ловой скорости звена. 

Чтобы получить положения кулисы О2В, необходимо провести прямые 

через соответствующие точки А и центр вращения кулисы О2. Траектория точ-

ки В, принадлежащая кулисе, есть дуга с радиусом О2В. 
Максимальный угол размаха βmax кулисы О2В определяется построением 

крайних положений механизма, которые соответствуют тем положениям кри-

вошипа, когда кривошип и кулиса составляют прямой угол, т. е. 90о.. Эти поло-

жения показаны на рис. 4.1, б. 
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Рис. 4.1. План положений механизма с группой Асура 3-й  

модификации 1-го вида 

 

4.1.2. Механизм с группой 3-й модификации 2-го вида  

 
Механизм состоит из входного звена (кривошипа О1А) и присоединенной 

к нему и к стойке группы Ассура 2-го класса 3-й модификации 2-го вида (диада 

ВПВ). В данном механизме группа присоединяется шатуном к входному звену, 

а ползуном к стойке (рис.4.2). Траекторией точки А, принадлежащей кривоши-

пу, является окружность с радиусом О1А. Данную окружность делим на равные 

части. Нулевому положению точки А соответствует положение кривошипа при 

φ1 = 0. Последующие положения соответствуют направлению угловой скорости 

звена.  

Чтобы получить положения шатуна, а также ползуна, необходимо прове-

сти прямые через соответствующие точки А и неподвижную точку В.  

Для определения положения точки С необходимо от точки А отложить 

расстояние АС на соответствующем положении шатуна. Соединив последова-

тельно точки С, получим траекторию, которая является шатунной кривой. 

Максимальный угол размаха βmax шатуна АС определяется построением 

крайних положений механизма, которые соответствуют тем положениям кри-

вошипа, когда кривошип и шатун составляют прямой угол, т. е. 90о.  Построе-

ние крайних положений механизма второго вида показано на рис. 4.2, б. 
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Траекторией точки А, принадлежащей кривошипу, является окружность 

с радиусом О1А. Данную окружность делим на равные части. Нулевому поло-

жению точки А соответствует положение кривошипа при φ1 = 0. Последующие 

положения соответствуют направлению угловой скорости звена.  

Чтобы получить положения шатуна, а также ползуна, необходимо прове-

сти прямые через соответствующие точки А и неподвижную точку В.  

Для определения положения точки С необходимо от точки А отложить 

расстояние АС на соответствующем положении шатуна. Соединив последова-

тельно точки С, получим траекторию, которая является шатунной кривой. 

Максимальный угол размаха βmax шатуна АС определяется построением 

крайних положений механизма, которые соответствуют тем положениям кри-

вошипа, когда кривошип и шатун составляют прямой угол, т. е. 90о.  Построе-

ние крайних положений механизма второго вида показано на рис. 4.2, б. 
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Рис. 4.2. План положений механизма с группой Асура 3-й  

модификации 2-го вида 

 

 

 

 



32 

4.2. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ С ГРУППАМИ 

АССУРА 3-Й МОДИФИКАЦИИ 

 

Выбор масштаба КV для планов скоростей и масштаба Кa 
для планов ускорений  

При выборе масштабов КV  и Ка необходимо выбирать длину векторов 

( )VP a , и ( )aP a   соответствующих скорости и ускорения точки А, таким обра-

зом, чтобы масштаб был точной величиной и для удобства вычислений имел не 

более двух значащих цифр. 

Масштаб плана скоростей 

Определим скорость точки А, принадлежащей кривошипу:  

1 1A O AV =   , мс–1. 

Отложим на чертеже от произвольно выбранной точки PV, которая назы-

вается полюсом плана скоростей, вектор ( )VP a , соответствующий скорости 

точки А. Тогда масштаб плана скоростей определится следующим образом:  

( )
1= , мс / мм .A

V
V

V
K

P a

−
 

Например, угловая скорость входного звена  ω1 = 75,398с–1, длина криво-

шипа О1А = 0,05 м.  

Тогда   

1 1 75,398 0,05 3,769A O AV  ==   =  мс–1.. 

Если выбрать длину вектора ( )VP a


= 100 мм, то масштаб плана скоро-

стей будет равен  

( )
1

мс / мм
3,769

0,03769 .
100

* A
V

V

V
K

P a


−= = =  

Чтобы получить масштаб удобный для расчетов округлим масштаб до ве-

личины КV  = 0,04 и пересчитаем соответствующую ему длину вектора ( )VP a : 

( )VP a мм
3,769

94,225 94 .
0,04V

A

K

V
= = =   

Окончательно принимаем масштаб плана скоростей равным:  

V
1

0,04 мс / мм.K −=  

Величина вектора скорости точки А на плане скоростей ( )VP a  = 94 мм. 
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Масштаб плана ускорений 

Определим ускорение точки А при ( 1  =const).  

В курсовом проекте (работе) принято, что входное звено механизма 

вращается с постоянной угловой скоростью ( 1 = const). Тогда 1 = 0 и полное 

ускорение входного звена механизма равно нормальному ускорению 
 

11

2
1A A O

n Aa a= =  O1 . 

Отложим на чертеже от произвольно выбранной точки aP , которая назы-

вается полюсом плана ускорений, вектор ( )aP a , соответствующий ускорению 

точки А. Тогда масштаб плана ускорений определится следующим образом:  

( )
2, мс / мм.A

a

a

K
P a

a −=  

Например, ω1 = 75,398с-1,  О1А = 0,05 м , 
 

2
1

2
75,398 0,05 284,2A Aa =   = =O1  мс–2. 

Выберем предварительно длину вектора ( )aP a


= 100 мм.  

Масштаб плана ускорений будет равен 

 

( )
2A 284,2

2,842 мм.
100

мс /a

a

K

P a

a −


= = =  

Округлим масштаб до величины Кa = 3 и пересчитаем длину вектора ( )aP a : 

( )
284,2

94,7 95 мм.
3

A
a

a

P a
K

a
= = =   

Теперь масштаб плана ускорений будет равен  

 
2

3 мс / мм.aK −=  

Размер вектора ускорения точки А на плане ускорений ( )aP a = 95 мм. 
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4.2.1. Механизм с группой 3-й модификации 1-го вида  
 

Рассматривается кинематический анализ кулисного механизма, в котором 

ползун 2 присоединяется вращательной парой А к кривошипу 1. Кулиса 3 при-

соединяется вращательной парой О2  к стойке (рис. 4.3). 

Авр – 2 – Апост –3 – О2 вр→ 2-й кл.,3-я мод., 1-й вид (диада ВПВ). 
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Рис. 4.3. Построение планов скоростей и ускорений для механизма с 

группой Ассура 3-й модификации 1-го вида 
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Кинематический анализ механизма начинают с входного звена. 

В точке А вращательной парой соединяются кривошип и ползун 

(звено 2), поэтому 2 1 1,2A A AV V V= = . В точке А поступательной 

парой соединяются ползун (звено 2) и кулиса (звено 3), следовательно, 

3 2A AV V .. 

Перепишем запись структурного анализа с учетом нумерации звеньев  

А1,2 – 2 – А3 – 3 – О2. 
 

Задача кинематического анализа механизма – определить для заданного 

положения механизма: 

– скорость 
1,2AV  и ускорение  

1,2Aa точки А1,2; 

– скорость 
3AV  и ускорение  

3Aa точки А3; 

– скорость BV  и ускорение  Ba точки В; 

– угловую скорость ω2  и  угловое ускорение 2  ползуна 2; 

– угловую скорость ω3  и  угловое ускорение 3  кулисы 3. 

Следует заметить, что скорость и ускорение точки В могут быть опреде-

лены только после определения скорости и ускорения точки А3. 

Входное звено  

1 1A O AV =   , мс–1. Вектор AV  =( )VP a  направляется перпендикулярно 

к 1O A  по направлению ω1. 

Присоединенная группа А1,2 – 2 – А3 – 3 – О2  (диада ВПВ) 

Движение кулисы 3 можно представить как переносное вращательное 

движение вместе с точкой А2 (полюсом) и относительного поступательного 

движения по отношению к полюсу А2 со скоростью 3 2A AV : 

3  3 2 2A A A AV V V= + ,         (4.2) 

где  3 2A AV  – относительная скорость точки А3 по отношению к полюсу А2. 

При построении векторного уравнения (4.2) вектор относительной скоро-

сти 
 3 2A AV  не может быть построен, так как для него известна только линия 

действия 23 2 A A AOV , но неизвестна величина и направление. 

В точке О2  вращательной парой соединяются кулиса и стойка. Движение 

кулисы рассматриваем как сложное движение, состоящего из переносного по-
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ступательного движения вместе с (полюсом) точкой О2, скорость которой рав-

на нулю: 2 0OV = , и относительного вращательного движения вокруг полюса 

О2 со скоростью 
3 2A OV . 

Тогда в соответствии с теоремой сложения скоростей для точки А3  полу-

чаем 

3 2 3 2A O A OV V V= +        (4.3) 

где 3 2OAV  – относительная скорость точки А3 по отношению к полюсу О2. 

При построении векторного уравнения (4.3) вектор относительной скоро-

сти 
3 2A OV  не может быть построен, так как для него известна только линия 

действия, 
3 2A OV 3 2А O⊥ , но неизвестна величина и направление (ω3 – неиз-

вестна). 

 

Объединяем уравнения (2.2) и (2.3) в систему 

 

3 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

2 2
, ;

, .
2

AA A A A A

A O A O A O

AO

AO

V V V V

V V V V

 = +



= + ⊥


                                       (4.4) 

Эту систему будем решать графически. Цель построения – определить  

скорость точки А3. 

Необходимо обратить внимание на связь структурной записи кинема-

тической цепи и способа составления системы уравнений.  

Для точки А3, стоящей в центре записи структурного анализа, состав-

ляются два векторных уравнения, для которых в качестве полюсов принима-

ются точки А2 и O2 , стоящие по краям кинематической цепи.  

 

Построение плана скоростей производится в следующей последова-

тельности: 

1. Выберем масштаб VK  плана скоростей. 

2. Выберем полюс плана скоростей РV -– общее начало векторов абсо-

лютных скоростей точек механизма. 

3. Из полюса РV  построим вектор скорости точки А1,2 в масштабе VK : 

( )1 2
1 2

,

A
,

V
V

P a
K

V
= , мм.  
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Конец вектора обозначим буквой а1,2 

4. Согласно первому уравнению системы (4.4), из конца вектора 2AV , т. 

е. через точку а1,2, проведем линию действия относительной скорости  

3 2A AV  параллельно звену 
2

AO  ( 23 2A A AOV ). 

5. Согласно второму уравнению системы (4.4), из полюса РV , так как 

2 0OV = , проведем линию действия относительной скорости 
3 2A OV  перпен-

дикулярно звену 
2

AO  (
3 2A OV 2АO⊥ ). 

6. Отметим точку пересечения двух линий действия относительных ско-

ростей и обозначим её а3. 

7. Проведем из полюса РV  вектор в точку а3 – это вектор абсолютной 

скорости 3AV  точки  А3. Проведем вектор из точки а2 в точку а3 – это 

вектор относительной скорости 
3 2A AV  точки А3 по отношению к точке А2.  

Чтобы получить модули скоростей в размерности мс-1 необходимо изме-

рить вектор в мм и умножить на масштаб VK . 

 

( )
3

3
3 2

V VP a ,
A A O

KV V= =  мс-1;                                   (4.5) 

( )
3 2 3 2 VA A V

Ka aV = , мс-1.                                                                       (4.6) 

Cкорость точки В, принадлежащей кулисе АО2, может быть получена с 

применением теоремы подобия: 

32

2 V

V( P a )O A
;

O B ( P b )
=  отсюда 

2
3

2
V V

O B
( P b ) ( P a )

O A
= , мм.                        (4.7) 

Расстояние 2O A  является переменной величиной и его можно опре- 

делить как 2O A= 2 LO A K , м. Здесь 2O A – отрезок на плане положений, в мм; 

LK – масштаб плана положений механизма, м/мм. 

Отложим на плане скоростей от полюса VP  отрезок V( P b )по линии 

действия вектора 3V( P a ) . Этот отрезок представляет собой вектор BV  в мас-

штабе 
V

K : 
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( )VP b
V VB B

K KV V= = , мс–1.                                                           (4.8) 

 

Определение величины и направления угловых скоростей звеньев ме-

ханизма 

Угловая скорость звена определяется по формуле  

1ci
i

i

,
R

V −= ,                                                                                         (4.9) 

где     iV  – линейная скорость точки, 

iR  – радиус кривизны траектории точки. 

Звено 1 – входное звено О1А (кривошип)  

Угловая скорость кривошипа определяется по заданной частоте вращения 

n1, 1 12 n , =   с–1. Направление угловой скорости кривошипа 1  задается. 

Звено 2 –  ползун  

Величина и направление угловой скорости ползуна равны угловой скоро-

сти кулисы 

 2  =  3 .                                                     

Звено 3-кулиса О2 А 

 Величина угловой скорости кулисы определяется по формуле 

 3 2 3
3

2 2

V VА O ( P а )K

АO АO

V
 = = , с–1,                                                      (4.10) 

где 3V( P а ) – длина отрезка на плане скоростей, мм; 

VK  – масштаб плана скоростей, мс–1/мм; 

АО2 – переменная длина от 2O  до А, измеренная на кулисе, м. 

Направление угловой скорости ω3 определяется следующим образом. 

Так как звено 3 вращается вокруг неподвижной точки О2 то для определения 

направления ω3 необходимо перенести с плана скоростей вектор 
3 2A OV в точ-

ку А и проследить какому направлению угловой скорости соответствует вектор 

скорости 
3 2A OV . На рис. 4.3, а этой скорости соответствует вращение звена 
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АО2 против часовой стрелки. Следовательно, ω3 будет направлена против ча-

совой стрелки. 

Составление векторных уравнений и расчетных зависимостей для 

построения планов ускорений 

Входное звено О1А – (кривошип). 

Полное ускорение точки А1 равно при ( 1  = const): 

1Aa  = 
1 1

2
1 1A O

n O Aa =                                                                 (4.11) 

С учетом масштаба Ка величина вектора 
1Aa  равна 

( )1
1

,
1

A

a
a

A P a
K

a
a = =  мм.                                                               (4.12) 

Вектор ускорения 1Aa  направлен по звену 1O A  от точки А к точке О1. 

Присоединенная группа А1,2 – 2 – А3 – 3 – О2  

В точке А вращательной парой соединяются звено 1 и звено 2, поэтому 

ускорения  
1 2 1,2A A Aa a a= = . Кулиса 3 соединяется вращательной парой 

2O  со стойкой, поэтому 
2Oa  = 0. В точке А ползун 2 поступательной парой 

присоединяется к кулисе 3, поэтому 
3 2A Aa a . Подлежит определению 

ускорение 
3Aa .  

Движение кулисы ВО2 рассматриваем как сложное движение, состоящее 

из переносного вращательного движения вместе с ползуном 2, для которого 

ускорение точки А2 известно (
2 1A Aa a= ), и относительного поступательно-

го движения по отношению к полюсу А2 с ускорением 3 2A Aa , для которого 

неизвестны величина и направление.  

Если при движении точки на плоскости имеет место вращательное пере-

носное движение и относительное поступательное, то возникает дополнитель-

ное ускорение, которое называется кориолисовым.   

Тогда, в соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном дви-

жении для точки А3
  имеем: 

3 2 3 23 2

k
.A A A AA Aa a a a+ +=                                                   (4.13)  

 

Движение коромысла ВО2  рассматриваем как сложное движение, состо-

ящее из переносного движения вместе с точкой (полюсом) О2, ускорение кото-
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рой равно нулю (
2

0
O

a = ), и относительного вращательного движения вокруг 

полюса О2 с ускорением 
3 2A Oa . 

Тогда в соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном дви-

жении для точки А3  получаем 

 

3 23 2 A OA Oa a a+= ,                                                                      (4.14) 

где 
3 2A Oa  – относительное ускорение точки А3 по отношению к полюсу О2. 

При построении векторного уравнения (4.14) векторы относительных  

ускорений 
3 2A Oa и 

3 2A Aa не могут быть построены, так как для них неизвест-

ны величина и направление. Разложим относительные ускорения и на нормаль-

ные и касательные составляющие и объединим в систему уравнения (4.13) и 

(4.14): 

 

;3 22 3 2 3 2 

3 23 2 3 2

33 2

3 3

,

, .
2

k

A A 23

A О 2

n
A A А A A A A A

n
A O A O A O

А О

А О

a a a a a a

a a a a a






+ + +

 
 + +


=

= ⊥

 (4.15) 

 
Для первого уравнения системы (4.15) величины кориолисова и нормаль-

ного ускорений определяются по известным зависимостям, а касательное уско-

рение известно по линии действия.  

Величина кориолисова ускорения для плоского движения определяется 

по формуле 
 

пер отн2 .
k Va =                                                                                (4.16) 

Для данного случая  2пер =   и отнV  = 
3 2A AV . Следовательно, 

2 2 3 2
3 2

A AA A
k Va =  ..                                                                      (4.17) 

Чтобы определить размер вектора 
3 2A A

ka в миллиметрах, необходимо 

разделить его модуль на масштаб aK : 

( )2 3 223 2 3 2
3 2

22 VA A
V

k
A Ak

A A
a a a

a a K

K K K

Va
a =


= = , мс-2        (4.18) 
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где ω2 – угловая скорость ползуна, которая известна по величине и направле-

нию (в данном случае направлена против часовой стрелки); 

( )3 2 V
a a  –  вектор на плане скоростей, мм.  

Вектор 3 2

k
A Aa  будет направлен в ту сторону, в которую будет 

направлен вектор относительной скорости 
3 2

A A
V = ( )3 2 V

a a  при повороте 

его на 900  по направлению угловой скорости переносного движения – ω2. 

Вектор нормального ускорения 3 2A A
na = 0, так как относительное 

движение кулисы по ползуну прямолинейное. Линия действия касательного 

ускорения 3 2A Aa
 направлена по касательной к траектории относительного 

движения, 23 2A A AOa
. 

Для второго уравнения системы (4.15) величина нормального ускорения 

определяется по зависимости (4.19) или (4.20), а касательное ускорение извест-

но по линии действия:  

2

32
2

3A O
n AOa =  , мс-2                                                                        (4.19) 

( )
2

2
2

3
3 2

3 2 2

V V

L

A O

A O

P a K
n

AO AO K

V
a

 
 

= = , мс-2 .                                          (4.20 

Чтобы определить размер вектора этого ускорения необходимо разделить 

его модуль на масштаб aK :  

2

2

3

3

A O

A O

n
n ,

Ka

a
a = мм.                                                                         (4.21) 

Ускорение 
23A O

na направляется по звену АО2 от А к О2. Касательное 

ускорение 23 2A O AOa
⊥ . 

 

Построение плана ускорений производится в следующей последова-

тельности: 

1. Выберем полюс плана ускорений Ра – общее начало векторов абсо-

лютных ускорений точек механизма. 
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2. Из полюса Ра  строим вектор ( )aP a равный 
1 2

1 2

A ,

, aA K

a
a = . Конец 

вектора обозначим буквой а1,2. 
 

3. Согласно первому уравнению системы (4.15), из конца вектора 

1 2,Aa строим вектор 
3 2

k

A Aa , величина которого определяется выражением 

(2.18), и, учитывая, что 
3 2A A

na = 0, через конец вектора 
3 2

k

A Aa проводим 

линию действия вектора 23 2A A AOa
. 

4. Согласно второму уравнению системы (4.15), из полюса Ра (первый 

вектор уравнения 2Oa  = 0), строим вектор 3 2A O
na , который направлен по 

звену от А к О2 ( 23 2

n
A O AOa ), величина которого определяется выражением 

(4.21). Через конец этого вектора проводим линию действия касательного уско-

рения 23 2A O AOa
⊥ . 

5. Точку пересечения касательных 3 2A Aa
 и 

3 2A Oa
 обозначим  a3. 

6. Проведем из полюса Ра вектор в точку a3 – это вектор абсолютного 

ускорения точки А3.  
Чтобы получить значение этих ускорений в размерности мс-2, необходимо 

измерить соответствующий вектор в миллиметрах и умножить на масштаб aK : 

33 AA aKa a= = ( )3
P aa aK , мс–2;                                                     (4.22) 

3 32 AA Oa a= , мс–2 ; 

3 2 3 2A A A Aa a= 3 2A A aKa
= , мс–2 .                                              (4.24) 

Ускорение точки В, принадлежащей кулисе АО2, определяется по теоре-

ме подобия: 

32

2

a

a

( P a )O A
;

O B ( P b )
=   отсюда 

2
3

2
a a

O B
( P b ) ( P a )

O A
= , мм.                     (4.25) 

Отложим на плане ускорений от полюса aP  отрезок a( P b )по линии  
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действия вектора 3a( P a ) . Этот отрезок представляет собой вектор Ba  в мас-

штабе aK : 

( )Pa a aB B
bK Ka a= = , мс-2.                                                             (4.26) 

 

Определение величины и направления угловых ускорений звеньев меха-

низма 

Определение углового ускорения звена производится по формуле  

i
i i

iR

a

 =  = ,                                                                                         (4.27) 

где 
i

a – касательное (тангенциальное) ускорение движущейся точки;  

      Ri  – радиус кривизны траектории точки. 

Звено 1– (кривошип) 

Угловое ускорение кривошипа равно нулю, 1  = 0, так как кривошип 

вращается с постоянной угловой скоростью. 

Звено 2 – ползун  

Угловое ускорение ползуна равно угловому ускорению кулисы 2 3 =  . 

Звено 3 – кулиса  

Величина углового ускорения кулисы определяется по формуле 

 3 2 3 2 2
3

2 2

c

a

L

A O A O
,

AO AO K

Ka a
−

  

 = = ,                                                 (4.28) 

где 

3 2
OA

a
 – длина отрезка  на плане ускорений, мм; 

aK  – масштаб плана ускорений, мс-2/мм; 

АО2  – переменный размер кулисы от 2O  до A, мм; 

LK − масштаб схемы механизма, м/мм. 

Направление углового ускорения 
3

  определяется следующим образом. 

Перенесем с плана ускорений вектор 3 2A Oa
 в точку А и проследим, какому 
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направлению углового ускорения соответствует вектор ускорения 3 2A Oa
. На 

рис. 4.1, б этому касательному ускорению соответствует вращение звена АО2 

против часовой стрелки. Следовательно, 
3

   будет направлено против часовой 

стрелки. 
 

4.2.2. Механизм с группой 3-й модификации 2-го вида  

Рассматривается кинематический анализ механизма, в котором шатун 2 

присоединяется вращательной парой А к кривошипу 1. Ползун 3 присоединяет-

ся вращательной парой В  к стойке (рис. 4.4) 

Данный механизм при структурном анализе распадается на следующие 

группы Ассура. 

Стойка – О1 –1 → 1-й класс, 

Авр – 2 – Bпост –3 – Ввр, 2-й кл., 3-я мод. 2-й вид (диада ВПВ). 

Перепишем запись структурного анализа с учетом нумерации звеньев  

А1,2 – 2 – В2 –3 – B 3,0 

Задача кинематического анализа механизма определить для заданного 

положения механизма следующие параметры: 

– скорость 
,1 2AV  и ускорение  

1,2Aa  точки А1,2; 

 – скорость 
2

BV  и ускорение  
2Ba  точки В2; 

– скорость CV  и ускорение  Ca  точки С; 

– угловую скорость ω2  и  угловое ускорение 2  шатуна АС; 

– угловую скорость ω3  и  угловое ускорение 3  ползуна.  

Следует заметить, что скорость и ускорение точки С могут быть опре-

делены только после определения скорости и ускорения точки В2 
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Рис. 4.4.  Построение плана скоростей и плана ускорений для механизма с 

группой Ассура 3-й модификации 2-го вида 

 

Построение плана скоростей механизма (рис. 4.4, а) 

Кинематический анализ механизма начинают с входного звена и далее в 

порядке присоединения групп Ассура. 

Входное звено 1O A  – (кривошип)  

Точка А1 принадлежит кривошипу (звено 1), и ее скорость определяется 

по зависимости 

1 11A O A,V =   мс–1.                                                                             (4.29) 



46 

Вектор этой скорости направлен в сторону угловой скорости ω1 по каса-

тельной к траектории, т. е. перпендикулярно к радиусу О1 А.  

С учетом масштаба КV  величина вектора AV  равна 

 

( ) ,V
A

v
A P a

K
VV = =  мм.                                                                       (4.30) 

Присоединенная группа А2 – 2 – В2 –3 – B 3,0 

В точке А вращательной парой соединяются кривошип (звено 1) и шатун 

(звено 2), поэтому 2 1A A AV V V= = . В точке В вращательной парой со-

единяются ползун (звено 3) и стойка (звено 0). Скорость точки В0, принадле-

жащей стойке, равна нулю: 3 0 0B BV V= = . 

В точке В поступательной парой соединяются шатун (звено 2) и ползун 

(звено 3), следовательно: 2 3BBV V . Скорость точки В2 подлежит опреде-

лению. 

Движение шатуна рассматриваем как сложное движение, состоящее из 

переносного поступательного движения вместе с точкой (полюсом) А2, ско-

рость которой известна, и относительного вращательного движения вокруг по-

люса А2 со скоростью 
2B AV . 

Тогда в соответствии с теоремой сложения скоростей при сложном дви-

жении для точки В2  имеем: 
 

2 2 ,B A B AV V V= +                                                                            (4.31) 

 

где 2B AV  – относительная скорость точки В2 по отношению к полюсу А. 

При построении векторного уравнения (4.31) вектор относительной ско-

рости 2B AV  не может быть построен, так как для него известна только линия 

действия 2B AV BA⊥ , но неизвестны величина и направление (ω2 – неизвест-

на). 

Движение шатуна 2 можно представить как переносное вращательное 

движение вместе с ползуном 3 и относительное поступательное движение по 

отношению к ползуну со скоростью 2 3B BV : 

2 2 33B B B BV V V= + ,                                                                        (4.32) 
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где 2 3B ВV  – относительная скорость точки В2 по отношению к точке В3, при-

надлежащей ползуну. 

При построении векторного уравнения (4.32) вектор относительной ско-

рости 2 3B BV  не может быть построен, так как для него известна только линия 

действия  2 3B B ABV , но неизвестны величина и направление. 

Объединяем уравнения (4.31) и (4.32) в систему 

 

2

3

,
2

,
2 2 3 2

2

3
.

B A B A B A

B B B B B B

BA;

BA

V V V V

V V V V

 + ⊥



+


=

=
                                    (4.33) 

 

Эту систему будем решать графически. Цель построения – определить 

скорость точки В2. 

 

Построение плана скоростей производится в следующей последова-

тельности: 

1. Выберем полюс плана скоростей РV -– общее начало векторов абсо-

лютных скоростей точек механизма. 

2. Из полюса РV  построим вектор скорости точки  А в масштабе VK : 

( )
A

V
V

P a
K

V
= , мм.                                                                             (4.34) 

Конец вектора обозначим буквой а.  

3. Согласно первому уравнению системы (4.33), из конца вектора AV , т. 

е. через точку а, проведем линию действия относительной скорости 2B AV  

перпендикулярно звену AB , 2B AV BA⊥ . 

 

4. Согласно второму уравнению системы (4.50), из полюса РV  (так как 

3
0BV = ) проведем линию действия относительной скорости 2 3B BV  парал-

лельно звену AB ( 2 3B B ABV ). 

5. Отметим точку пересечения двух линий действия относительных ско-

ростей и обозначим ее b2. 

6. Проведем из полюса РV  вектор в точку b2 – это вектор абсолютной 

скорости точки  В2. Проведем вектор из точки b3 , которая находится в полюсе 
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РV , в точку b2 – это вектор относительной скорости точки В2 по отношению к 

точке В3.  

Чтобы получить модули этих скоростей в размерности мс–1, необходимо 

измерить вектор в мм и умножить на масштаб VK : 

 

( )
2

2V VP b
B

KV = , мс–1;                                                                        (4.35) 

( )2 32 3 2 3V V
V

b bB BB B K KV V= = , мс–1.                                           (4.36) 

 

Скорость точки С, принадлежащей кулисе АС, может быть получена по 

теореме подобия плана скоростей: 

2 V

V

( ab )AB
;

AC ( ac )
=   отсюда 2V V

AC
( ac ) ( ab ) .

AB
=                                (4.37) 

Отложим на плане скоростей от а отрезок V( ac ) , на отрезке 2 V( ab )  и 

обозначим конец отрезка точкой с. Из полюса РV проведем вектор в точку с. 

Это вектор – абсолютная скорость точки С в масштабе 
V

K . 

Чтобы получить модуль этой скорости в размерности мс–1, необходимо 

измерить вектор ( )VP c в миллиметрах и умножить на масштаб VK : 

( )VPV VC C
cK KV V= = , мс–1.                                                            (4.38) 

 

Определение величины и направления угловых скоростей звеньев  ме-

ханизма 

Угловая скорость звена определяется по формуле  

1ci
i

i

,
R

V −= , 

где     iV  – линейная скорость точки, 

iR  – радиус кривизны траектории точки. 

Звено 1 – входное звено О1А (кривошип). 

 Угловая скорость кривошипа определяется по следующей зависимости 

1 12 n , =   с–1,  

где 1n  – угловая скорость кривошипа, с–1. 

Направление угловой скорости кривошипа 1  задается. 
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Звено 2 –  шатун АВ. 

Величина угловой скорости звена АВ определяется по формуле 


( )2

2 1
2

 
c

V
VB A

b a K
,

BA BA

V −


 = = ,                                              (4.39) 

где ( )2
V

b a  – длина отрезка на плане скоростей, мм;  

       VK  – масштаб плана скоростей, мс–1/мм; 

          ВА – длина шатуна, измеренная на плане положений от точки А до точ-

ки В, м. 

Для определения направления угловой скорости ω2 остановим на меха-

низме точку А, перенесем с плана скоростей вектор 2B AV  в точку В и просле-

дим какому направлению угловой скорости ω2 соответствует вектор скорости 

2B AV . Этой скорости на рис. 5.4, а соответствует вращение звена ВА против 

часовой стрелки. Следовательно, ω2  будет направлена против часовой стрелки.  
 

Звено 3-ползун. 

Угловая скорость ползуна по величине и направлению равна угловой 

скорости звена 2, 3 2=  . 

 

Составление векторных уравнений и расчетных зависимостей для 

построения планов ускорений 

Построение планов ускорений производится так же как и план скоростей 

в порядке наслоения групп Ассура.  

 

Входное звено О1А  –  (кривошип)  

Полное ускорение точки А при 1 =const определяется по зависимости  

Aa = 
1

2
1AO

n O Aa =  . 

Вектор ускорения Aa  направлен параллельно звену 1O A  от точки А к 

точке 1O . С учетом масштаба Ка величина вектора Aa  равна 

 

( ) ,A
a aA P a

K
aa = =  мм.                                                                        
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Присоединенная группа А1,2 – 2 – В2 –3 – B3,0 

В точке А шарнирно соединяются звено 1 и звено 2, поэтому ускорения  

1 2A A Aa a a= = . Ползун 3 соединяется вращательной парой В со стойкой, 

поэтому 
3 0

0B Ba a= = . В точке В шатун 2 поступательной парой присоеди-

няется к ползуну 3, поэтому 
2 3B Ba a . Подлежит определению 

2Ba . 

Движение кулисы ВА рассматриваем как сложное движение, состоящее 

из переносного движения вместе с точкой (полюсом) А, ускорение которой из-

вестно, и относительного вращательного движения вокруг полюса А.  
Тогда в соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном дви-

жении для точки В2  получаем 

 

22 B AB Aa a a= + ,                                                                             (4.40) 

где 
2B Aa – относительное ускорение точки В2 вокруг полюса А.  

При построении векторного уравнения (4.40) вектор относительного 

ускорения 
2B Aa  не может быть построен, так как для него неизвестны вели-

чина и направление. 

Движение шатуна ВА рассматриваем как сложное движение, состоящее 

из переносного вращательного движения вместе с ползуном 3, для которого 

ускорение точки В3 известно (
3 0

0B Ba a= = ) и относительного ускорения 

2 3B Ba  при поступательном движении шатуна по отношению к ползуну 3, для 

которого неизвестны величина и направление.  

Если при движении точки на плоскости имеет место вращательное пере-

носное движение и относительное поступательное, то возникает дополнитель-

ное ускорение, которое называется кориолисовым.  

В соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном движении 

для точки В2 имеем 
 

2 3 2 32 3

k
.B B B BB Ba a a a+ +=                                                         (4.41) 

 

Разложим относительные ускорения 2B Aa и 2 3
.B Ba на нормальные и ка-

сательные составляющие и объединим в систему уравнения (4.40) и (4.41):  
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.
2

.

2 2 2

2 3 2 3 2 3 2 3 32

,

,
k

n
B A B A B A B A

n
B B B B B B B B B B

AB;

AB

a a a a a

a a a a a a

  + + ⊥

  
 + + +


=

=

    (4.42) 

 

Величины нормальных ускорений и кориолисово ускорение определяют-

ся по известным зависимостям, а касательные ускорения известны по линии 

действия: 

( )
2

22 2

2
2

2
2

VB

L

A

B A B A

b a K
n nBA или

BA BA K

V
a a

 
 

=


 == , мс-2.     (4.43) 

Чтобы определить размер вектора этого ускорения необходимо модуль 

ускорения 
2B A

na  разделить на масштаб aK :  

2

2

B A

B A
a

n
n ,

K

a
a =  мм.                                                                            (4.44) 

Ускорение 
2B A

na  направляется по звену ВА от В к А. Касательное уско-

рение 2B A BAa
⊥ . 

Вектор нормального ускорения 2 3B B
na  = 0, так как относительное 

движение шатуна и ползуна – прямолинейное. Линия действия касательного 

ускорения 2 3B Ba
 направлена по касательной к траектории относительного 

движения (
2 3B B ABa

). 

Величина кориолисова ускорения для плоского движения определяется 

по формуле (4.16): 

пер отн2 .
k Va =   

Для данного случая  3пер =   и отнV  = 
2 3B BV . 

Следовательно, 3 2 3
2 3

2 B BB B
k Va =  , мс-2. 

Чтобы определить размер вектора 
2 3B B

ka в миллиметрах, необходимо его 

модуль разделить на масштаб aK : 
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( )3
2 3

2 3

2 2 3 VB B V
,

a a
B B

k b b Kk
K K

aa = =


мм                                     (4.45) 

где ω3 – известна по величине и направлению (в данном случае, направлена 

против часовой стрелки);  

     ( )2 3 V
b b  – вектор на плане скоростей, мм.  

Вектор 2 3

k
B Ba  будет направлен в ту сторону, в которую будет 

направлен вектор относительной скорости 
2 3

B B
V =( )2 3

V
b b  при повороте его 

на 900  по направлению угловой скорости переносного движения ω3. 

 
Построение плана ускорений производится в следующей 

 последовательности: 

1. Выберем полюс плана ускорений Ра – общее начало векторов абсо-

лютных ускорений точек механизма.  

2. Из полюса Ра  построим вектор ускорения точки А в масштабе aK , 

( )
a

a
AP a

K

a
= , мм. Конец вектора обозначим а  

3. Из точки а строим вектор 
2B A

na , величина которого определяется 

выражением (4.44) и, который направлен по звену 2 от В к А: 2

n
B A BAa . Че-

рез конец этого вектора проводим линию действия касательного ускорения 

2B A BAa
⊥ . 

4. Согласно второму уравнению системы (4.42), из полюса Ра (первый 

вектор уравнения 3Ba  = 0), строим вектор кориолисова ускорения 
2 3

k

B Ba , 

известный по величине (4.45) и направлению, и через его конец проводим ли-

нию действия касательного ускорения 2 3B B ABa
. 

5. Отметим точку пересечения двух линий действия касательных ускоре-

ний 2B Aa
 и 2 3B Ba

 и  обозначим ее b2; 

6. Проведем из полюса Ра  вектор в точку b2 – это вектор абсолютного 

ускорения  2Ba  точки В2 . 
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Вектор относительного ускорения 2 2 2

n
B A B A B Aa a a+


= . Вектор отно-

сительного ускорения 2 3B Ba = 2 3B Ba
. 

Чтобы получить модули этих ускорений в размерности мс-2 необходимо 

измерить соответствующие векторы в миллиметрах и умножить на масштаб 

aK : 

( )2 22 BB aa aK P b Ka a= =  , мс–2;                                                      (4.46) 

2 2
B A B A a

Ka a=  , мс-2 ;                                                                     (4.47) 

2 32 3 B B aB B Ka a=  , мс-2 .                                                                  (4.48) 

Ускорение точки С, принадлежащей звену АС, определяется с примене-

нием теоремы подобия: 

2

a

a( ab )AB
;

AC ( ac )
=   отсюда 2a a

AC
( ac ) ( ab ) .

AB
=                                   (4.49) 

Отложим на плане ускорений от точки а отрезок a( ac )  по линии дей-

ствия вектора 2 a( ab ) и соединим полученную точку с с полюсом Ра. Этот от-

резок представляет собой вектор Ca  в масштабе aK . 

( )P cC C a a aK Ka a=  = , мс–2.                                                       (4.50) 

 

Определение величины и направления угловых ускорений 

 звеньев механизма 

Определение углового ускорения звена производится по формуле 

i
i i

iR

a

 =  = , 

где 
i

a  – касательное (тангенциальное) ускорение движущейся точки;  

      Ri  – радиус кривизны траектории точки в её относительном движении.  

Звено 1 – (кривошип)  

Угловое ускорение кривошипа равно нулю, так как 
1

const = , 1  = 0. 

Звено 2 – шатун  

Величина углового ускорения кулисы 2  определяется по формуле 
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 2 2 2
2 c

a

L

B A B A
,

BA BA K

Ka a
−

  

 = =


,                                                     (4.51) 

где 

2
B A

a
 – длина вектора на плане ускорений, мм; 

aK  – масштаб плана ускорений, мс-2/мм; 

BA  – переменный размер кулисы от В до A, мм; 

LK − масштаб схемы механизма, м/мм. 

Направление углового ускорения 
2

  определяется следующим образом. 

Остановим на механизме точку А, перенесем с плана ускорений вектор 

2
B A

a
 в точку В и проследим, какому направлению углового ускорения ша-

туна соответствует вектор ускорения 

2
B A

a
. На рис. 4.2 этому касательному 

ускорению соответствует вращение звена ВА против часовой стрелки. Следова-

тельно, угловое ускорение 
2

   будет направлено против часовой стрелки.  

Звено 3 – ползун 

Угловое ускорение ползуна по величине и направлению равно угловому 

ускорению звена 2, 3 2 =  . 
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Таблица 4. 

Варианты заданий 

 

№
 с

х
ем

ы
  

 

В
ар

и
ан

т Параметры механизма 

 гр 
  

с–1 
1

O A

м 

2
O B  

м 

x 

м 

y 

м 

 

 

 

1 

 

1 60 40 0,04 0,24    0,005 – 0,10 

2 60 40 0,04 0,24 – 0,005 – 0,11 

3 60 40 0,04 0,25    0,006 – 0,12 

4 120 40 0,05 0,25 – 0,006 – 0,14 

5 120 50 0,05 0,24    0,007 – 0,12 

6 120 50 0,05 0,25 – 0,007 – 0,13 

7 120 50 0,06 0,25    0,008 – 0,15 

8 180 60 0,06 0,26    0,008 – 0,12 

9 180 60 0,06 0,26    0,009 – 0,13 

10 180 60 0,06 0,26 0,009 – 0,14 

 
 
 
 
2 

 

  гр   

с–1 1
O A

м 

2
O B

м 

x 

м 

y 

м 

1 60 40 0,04 0,25 – 0,005 0,10 

2 60 40 0,04 0,25 – 0,005 0,11 

3 60 40 0,04 0,25 – 0,006 0,12 

4 120 40 0,05 0,35 – 0,006 0,14 

5 120 50 0,05 0,25    0,007 0,12 

6 120 50 0,05 0,25    0,007 0,13 

7 120 50 0,06 0,25    0,008 0,15 

8 300 60 0,06 0,25 – 0,008 0,12 

9 300 60 0,06 0,24 – 0,009 0,13 

10 300 60 0,06 0,24 – 0,009 
0,14 

 
 
 
 
3 

 

X 

В 

С 

1

2

3

y 

j

Х

О

1

Y

А

 

  гр   

с–1 1
O A

м 

АС
м 

x 

м 

y 

м 

1 60 40 0,04 0,24 – 0,005 – 0,10 

2 60 40 0,04 0,24 – 0,005 – 0,11 

3 60 40 0,04 0,25 – 0,006 – 0,12 

4 120 40 0,05 0,25    0,006 – 0,14 

5 120 50 0,05 0,24    0,007 – 0,12 

6 120 50 0,05 0,25    0,007 – 0,13 

7 120 50 0,06 0,25    0,008 – 0,15 

8 180 60 0,06 0,26    0,008 – 0,12 

9 180 60 0,06 0,26    0,009 – 0,13 

10 180 60 0,06 0,26    0,009 – 0,14 
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Продолжение табл. 4 

 
 
 
 
 
4 

 

 

 

           

   
 

В
ар

и
ан

т Параметры механизма 

 гр 
  

с–1 
1

O A  

м 

АС  

м 

x 

м 

y 

м 

1  60 40 0,04 0,22 0,14    0,005 

2  60 40 0,04 0,22 0,14 – 0,005 

3  60 40 0,04 0,24 0,15    0,006 

4 120 40 0,05 0,24 0,15 – 0,006 

5 120 50 0,05 0,26 0,16 – 0,007 

6 120 50 0,05 0,25 0,16 – 0,007 

7 120 50 0,06 0,27 0,17 – 0,008 

8 240 60 0,06 0,27 0,17    0,008 

9 240 60 0,06 0,28 0,18    0,009 

10 240 60 0,06 0,28  0,18 0,009 

 
 
 
 
 
5 

 

 

 
 

 

 

 , 
гра

д 

  

с–1 1
O A  

м 

AC  

м 

x 

м 

y 

м 

1  60 40 0,04 0,22 – 0,14    0,005 

2  60 40 0,04 0,22 – 0,14 – 0,005 

3  60 40 0,04 0,24 – 0,15    0,006 

4 120 40 0,05 0,24 – 0,15 – 0,006 

5 120 50 0,05 0,26 – 0,16 – 0,007 

6 120 50 0,05 0,25 – 0,16 – 0,007 

7 120 50 0,06 0,27 – 0,17 – 0,008 

8 300 60 0,06 0,27 – 0,17    0,008 

9 300 60 0,06 0,28 – 0,18    0,009 

10 300 60 0,06 0,28 – 0,18 – 0,009 

 
 
 
 
6 
 
 
 
 

         

 

         

В 

1

2

3

y 

j

А

О 1

Х

С

 

  
гра

д 

  

с–1 
1

O A  

м 

AC  

м 

x 

м 

y 

м 

1    0 40 0,04 0,24 – 0,005 0,14 

2    0 40 0,04 0,24 – 0,005 0,14 

3    0 40 0,04 0,25 – 0,006 0,15 

4 180 40 0,05 0,25    0,006 0,15 

5 180 50 0,05 0,26    0,007 0,16 

6 180 50 0,05 0,26    0,007 0,16 

7 240 50 0,06 0,27    0,008 0,17 

8 240 60 0,06 0,27    0,008 0,17 

9 300 60 0,06 0,28 – 0,009 0,18 

10 300 60 0,06 0,28 – 0,009 0,18 
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Продолжение табл. 4 

 
 
 
 
 
7 

 

 

 

 

 

 
 

 

В
ар

и
ан

т Параметры механизма 

, 

град 

  

с–1 
1

O A
м 

АС 

м 
AD
м 

x 

м 

y 

м 

1 60 40 0,04 0,02 0,16 – 0,16   ,008 

2 60 40 0,04 0,02 0,16 – 0,16 – 0,01 

3 60 40 0,04 0,02 0,17 – 0,17   ,008 

4 120 40 0,05 0,02 0,17 – 0,17 – 0,01 

5 120 50 0,05 0,02 0,18 – 0,18 – 0,01 

6 120 50 0,05 0,03 0,18 – 0,18 – 0,01 

7 120 50 0,06 0,03 0,19 – 0,19 – 0,01 

8 300 60 0,06 0,04 0,19 – 0,17    0,01 

9 300 60 0,06 0,06 0,20 – 0,18   ,008 

10 300 60 0,06 0,06 0,20 – 0,18 0,01 

 
 
 
 
8 

 

   

В 

С  

1

2

3

y 

j

А
Х

О1

D

 

 , 

град 

  

с–1 
1

O A
м 

АС 

м 
AD
м 

x 

м 

y 

м 

1    0 40 0,04 0,24 0,02 – 0,005 0,12 

2    0 40 0,04 0,24 0,02 – 0,005 0,12 

3    0 40 0,04 0,25 0,02 – 0,006 0,14 

4 180 40 0,05 0,25 0,03    0,006 0,14 

5 180 50 0,05 0,26 0,03    0,007 0,16 

6 180 50 0,05 0,26 0,03    0,007 0,16 

7 240 50 0,06 0,27 0,04    0,008 0,17 

8 240 60 0,06 0,27 0,04    0,008 0,17 

9 300 60 0,06 0,28 0,04 0,009 0,18 

10 300 60 0,06 0,28 0,04 – 0,009 0,18 

 
 
 
 
9 

 

 

  

В

С  

 , 

град 

  

с–1 
1

O A
м 

2
O В

м 
2

O С  

м 

x 

м 

y 

м 

1 60 40 0,04 0,25 0,02 – 0,005 – 0,1 

2 60 40 0,04 0,25 0,03 – 0,005 – 0,11 

3 60 40 0,04 0,25 0,04 – 0,006 – 0,12 

4 120 40 0,05 0,25 0,02    0,006 – 0,14 

5 120 50 0,05 0,25 0,03    0,007 – 0,12 

6 120 50 0,05 0,25 0,04    0,007 – 0,13 

7 120 50 0,06 0,25 0,02    0,008 – 0,15 

8 300 60 0,06 0,25 0,03 – 0,008 – 0,12 

9 300 60 0,06 0,25 0,04 – 0,009 – 0,13 

10  300 60 0,06 0,25 0,03 – 0,009 – 0,14 
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Продолжение табл. 4 

 

 

 

 

 
0 

  

           

X 

1 

2 

3 

1 

В

j

y

А

Y

С

Х

О D

  

  
град 

  

с–1 
1

O A

м 

АС
м 

1
O D

м 

x 
м 

y 
м 

1    0 40 0,04 0,25 0,02    0,005 – 0,12 

2    0 40 0,04 0,25 0,03 – 0,005 – 0,12 

3    0 40 0,04 0,26 0,04    0,006 – 0,14 

4 180 40 0,05 0,26 0,02 – 0,006 – 0,14 

5 180 50 0,05 0,27 0,03    0,007 – 0,16 

6 240 50 0,05 0,27 0,04 – 0,007 – 0,15 

7 240 50 0,06 0,28 0,02    0,008 – 0,17 

8 300 60 0,06 0,28 0,03 – 0,008 – 0,17 

9 300 60 0,06 0,28 0,04    0,009 – 0,18 

10 300 60 0,06 0,28 0,03 – 0,009 – 0,18 
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ДИНАМИКА 
 

Тема 5. ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ  

МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

Задание 5 

Материальная точка движется из положения А внутри трубки, ось кото-

рой расположена в вертикальной плоскости, как показано на приводимых ниже 

схемах. Пройдя путь hо, точка отделяется от пружины. Найти скорость точки в 

положениях B, С и D и давление точки на стенку трубки в положении С. Трени-

ем на криволинейных участках траектории пренебречь. Исходные данные при-

ведены в таблице 5.1. 

В задании приняты следующие обозначения: 

m − масса материальной точки; 

Av  − начальная скорость точки; 

 − время движения точки на участке ВD; 

f − коэффициент трения скольжения на стенке трубки; 

h0 − начальная деформация пружины; 

c − коэффициент жесткости пружины. 

 

 

Таблица 5.1 
Номер варианта 

исходных 

данных 

Заданные величины 

m, кг vA, м/с , с R ,м f , град b, град h0, см c, Н/см 

0 0,1 8,0 0,8 0,5 0,10 60 15 4 0,6 

1 0,2 9,0 0,25 0,4 0,15 75 60 10 3,0 

2 0,3 10,0 0,2 0,5 0,20 30 15 30 2,4 

3 0,4 9,0 0,3 0,3 0,45 60 45 16 1,8 

4 0,5 8,0 0,5 0,4 0,40 75 30 20 1,0 

5 0,6 11,0 0,2 0,3 0,25 45 30 8 1,2 

6 0,7 12,0 0,4 0,3 0,35 60 30 2 0,3 

7 0,8 10,0 1,5 0,3 0,30 75 45 25 6,0 

8 0,9 15,0 0,1 0,4 0,05 75 15 32 1,5 

9 1,0 12,0 0,3 0,6 0,50 45 15 15 4,5 
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 Рис. 5.1 
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Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Количеством движения материальной точки называется векторная вели-

чина K


, равная произведению массы точки на вектор ее скорости, т. е.  

vK


m= .      (5.1) 

Направление вектора K


 совпадает с направлением скорости точки. Про-

екции количества движения материальной точки на оси декартовых координат 

Oxyz  имеют вид 

xx mvK = , yy mvK = , zz mvK = .    (5.2) 

Импульс силы F


 за конечный промежуток времени )t,t( 21  определяется 

выражением 

     =
2

1

21
,

t

t

tt
dtFS


.                                                  (5.3)    

Проектируя обе части равенства (5.3) на оси декартовых координат, по-

лучим 

 =
2

1

21

t

t
x

t,t
x dtFS ,  =

2

1

21

t

t
y

t,t
y dtFS  ,   =

2

1

21

t

t
z

t,t
z dtFS .                 (5.4) 

Если сила  F


 постоянна по величине и направлению, то равенство (5.3) 

принимает вид 

 )tt( 12
t,t 21 −= FS


.                                                 (5.5) 

Отметим, что сумма импульсов нескольких сил равна импульсу суммы 

(главного вектора) этих сил. 

Сформулируем теорему об изменении количества движения материаль-

ной точки в интегральной форме. 

Теорема. Изменение количества движения материальной точки за неко-

торый промежуток времени равно геометрической сумме импульсов сил, при-

ложенных к точке, за тот же промежуток времени (или импульсу их равно-

действующей), т. е. 

 =−
=

n

1i

t,
)(2

i
t

12 FSKK 1


,                                      (5.6) 

где 1K


 соответствует начальному моменту времени 1t , а 2K


 − конечному 

моменту времени 2t . 

В проекциях на оси декартовых координат теорема имеет вид 

 
=

=−
n

i

tt
xxx Smvmv

1

,
12 )(21

iF


,    

 
=

=−
n

i

tt
yyy Smvmv

1

,
12 )(21

iF


,                                           (5.7) 

=−
=

n

1i

t,t
zz1z2 )(SmVmV 21

iF


. 
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Кинетическая энергия материальной точки равна половине произведе-

ния массы точки на квадрат ее скорости: 

 
2

2mv
T = .                                                   (5.8) 

Кинетическая энергия является скалярной неотрицательной величиной, 

не зависящей от направления движения точки. 

Работой постоянной силы на прямолинейном перемещении называется 

скалярное произведение векторов силы и перемещения, т.е. работа равна про-

изведению модуля силы на модуль перемещения и косинус угла между ними 

(рис. 5.2): 

 



== ),(cosrFA rFrF


 ,                              (5.9) 
 

где r


  − вектор перемещения точки при переходе из начального положения 

1M  в конечное положение 2M . 
 

 

       

 

 Рис. 5.2 

Элементарная работа силы равна скалярному произведению векторов 

силы и элементарного перемещения: 

 rF


dA = .                                           (5.10) 

 Элементарное перемещение r


d  направлено по касательной к траектории 

в данной точке (рис. 5.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 5.3 

Работа силы на конечном перемещении по произвольной траектории 

равна криволинейному интегралу, взятому вдоль дуги кривой от 1M  до 2M , от 

элементарной работы 

1M  

F


 

2M

 

r


  

 1M  

2M

 

F


 

r


d  

M  
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  = =


2

1

2

1

M

M

M

M

)d,(cosdrFdA rFrF


. (5.11) 

Работа равнодействующей сил, приложенных к точке, на некотором пе-

ремещении равна сумме работ сил на том же перемещении. 

В ряде случаев работу сил можно определить, используя заготовленные 

выражения. Некоторые из этих частных случаев приведены ниже. 

Работа силы тяжести материальной точки равна взятому с обратным 

знаком произведению силы тяжести на разность высот конечного и начального 

положений (рис. 5.4): 

 ),zz(mgA 12
gm
2,1 −−=


      
 (5.12) 

или 

 ,hmgA
gm
2,1 =


 (5.13) 

где 12 zzh −=  − «перепад высот» начального и конечного положений точки. 

Знак «+» берут в случае, когда начальное положение точки выше конечного, и 

точка приближается к земной поверхности. В противном случае, когда матери-

альная точка отдаляется от земной поверхности, в равенстве (5.13) следует 

взять знак «-». 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
    

 Рис. 5.4 

Таким образом, работа силы тяжести материальной точки зависит от вы-

сот ее начального и конечного положений и не зависит от формы кривой, по ко-

торой перемещается точка. 

Работа упругой силы, подчиненной закону Гука, вычисляется по формуле 

 ),ll(
2

c
A 2

1
2
22,1  −−=упрF



                                   (5.14) 

x
 

y  

z  

g


m  

)z,y,x(M 1111

 

)z,y,x(M 2222  
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где с – коэффициент жесткости пружины, 1l  и 2l  – ее начальная и ко-

нечная деформации.  

Работа силы упругости  отрицательна, если деформирование пружины 

происходит так, что модуль этой силы возрастает; иначе работа силы упругости 

положительна. 

Сформулируем теорему об изменении кинетической энергии материаль-

ной точки в интегральной форме. Изменение кинетической энергии точки на  

некотором ее перемещении равно сумме работ всех действующих на точку сил 

на том же перемещении, т. е. 

 2,1

n

1i
2,112 A)(ATT ==−

=
iF


.                               (5.15) 

В данном задании при изучении движения материальной точки на участ-

ке BD , время движения по которому задано в условии, следует применять тео-

рему об изменении количества движения точки в форме (5.6), (5.7). На осталь-

ных участках движения материальной точки нужно воспользоваться теоремой 

об изменении кинетической энергии точки (5.15), используя выражения (5.9), 

(5.13), (5.14) для вычисления работ сил. 

Выполняя задание, следует иметь в виду, что работа нормальной реакции 

поверхности на любом перемещении точки равна нулю, так как эта реакция все 

время перпендикулярна (ортогональна) элементарному перемещению точки. 

Предполагается, что сочленение (сопряжение) прямолинейных и криво-

линейных участков движения точки осуществляется таким образом, что прямо-

линейная траектория располагается на касательной к криволинейному участку, 

проведенной в точке сочленения, т. е. траектория является гладкой линией, ли-

нией с непрерывно меняющейся касательной. 

Проводя расчеты, необходимо перевести значения параметров 0h  и c  в 

систему единиц СИ.  

Выполняя задание, следует придерживаться следующей формы: 

Задание 5 

Схема 10, вариант данных 11. 

Условие задачи 

Тело, принимаемое за материальную точку, скользит  из положения А 

внутри трубки, ось которой расположена в вертикальной плоскости, как пока-

зано на приводимых ниже схемах. Пройдя путь hо, тело отделяется от пружины. 

Найти скорость тела в положениях B, С и D и давление тела  на стенку трубки в 

положении С. Трением на криволинейных участках траектории пренебречь.  

В задании приняты следующие обозначения: 

m − масса тела; 

Av  − начальная скорость тела; 

 − время движения тела  на участке ВD; 
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f − коэффициент трения скольжения тела  по  стенке трубки; 

h0 − начальная деформация пружины; 

c − коэффициент жесткости пружины. 

 

Дано: 

         

./100; 2,0

;30;60

;2,0; 4,0  ; 2,0

;/ 1;кг 2,0

0 мНcмh

fмRc

cмvm A

==

==

===

==

b


 

Найти: 

         .;;; CDBC Nvvv                                                                                                                                                                                          

 

                  Рис. 5.5                                   

Решение. 

1. Выделим следующие участки движения  материальной точки: AP , PQ , 

QB  и BD  (рис. 5.6). 

На участке AP  длиной 0h  на точку действуют сила тяжести g


m , нор-

мальная реакция N


, сила трения трF


 и сила упругости пружины упрF


. 

На участке PQ  длиной 0h2  на точку действуют сила тяжести g


m , нор-

мальная реакция N


 и сила трения трF


. 

На участке QB  на точку действуют сила тяжести g


m  и нормальная реак-

ция N


. Трением на криволинейном участке траектории пренебрегаем. 

 

 
Рис. 5.6 
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На участке BD  на точку действуют сила тяжести g


m , нормальная реак-

ция N


 и сила трения трF


. 

2. Рассмотрим перемещение материальной точки из положения A  в по-

ложение C  и применим теорему об изменении кинетической энергии, записав 

ее в виде 

 C,A

n

1i
C,AAC A)(ATT ==−

=
iF


.       (4.16) (5.16) 

Указанное перемещение состоит из участков АР, PQ  и  QC, на каждом из 

которых на материальную точку действуют сила тяжести g


m  и нормальная ре-

акция N


. На прямолинейном участке AQ длиной 0h3  действует сила трения 

трF


, а на участке  AP  длиной 0h  на точку действует также сила упругости 

пружины упрF


. 

Работа C,AA  равна сумме работ этих сил: 

 )(A)(A)(A)m(AA упрP,AтрQ,AC,AC,AC,A FFNg


+++= . (5.17) 

Для определения работы силы тяжести воспользуемся равенством (4.13): 

 ).KLAE(mg)HH(mg)m(A 21C,A +=+=g


 (5.18) 

Отрезок AQ  гладко сопряжен с дугой QB окружности, т. е. касается этой 

окружности в точке Q и перпендикулярен к радиусу OQ. Углы АQЕ и QOK рав-

ны, так как имеют взаимно перпендикулярные стороны. 

Тогда 

 
).cos(coscoscos

;sin3sin 0

bb



−=−=

==

ROQOCKL

hAQAE
 (5.19) 

Следовательно, 

 )).cos(cossin3()( 0, b −+= RhmgmA CA g


 (5.20) 

Как уже было отмечено, работа нормальной реакции равна нулю: 

 0)(A C,A =N


. (5.21) 

Работу силы трения определим в соответствии с соотношением (5.9): 

 0трQ,A hNf3АQF)(A −=−=трF


. (5.22) 

Для нахождения нормальной реакции N запишем основное уравнение ди-

намики точки 

 упртр FFNga


+++= mm  (5.23) 

в проекциях на нормаль к траектории. Будем иметь 

 cosmgN = . (5.24) 
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Следовательно,  

 cos3)( 0, fmghA QA −=трF


. (5.25) 

Работа силы упругости определяется соотношением (4.14): 

 )ll(
2

с
)(A 2

1
2
2упрP,A  −−=F


, (5.26) 

где 0l    ,hl 201 =−=  . 

Окончательно будем иметь 

 
2
0упрP,A h

2

с
)(A =F


. (5.27) 

С учетом выражений (5.20), (5.21), (5.25), (5.27) равенство (5.16) примет 

вид 

 

.
2

cos3

))cos(cossin3(
22

2
00

0

22

h
c

fmgh

Rhmg
mvmv AC

+−

−−+=−



b
 (5.28) 

Определим из уравнения (5.28) неизвестную скорость CV : 

 
22

000 cos6))cos(cossin3(2 AC vh
m

c
fghRhgv ++−−+= b . (5.29) 

Подстановка исходных данных дает 

 м/с 73,51
2,0

4
)04,03)13(4,032,03(81,9 ++−−+=Cv . (5.30) 

 

3. Определим нормальную реакцию в точке С, записав основное уравне-

ние динамики  

 CC Nga


+= mm  (5.31) 

в проекциях на нормаль к траектории: 

 C
C Nmg
R

v
m +−= bcos

2

. (5.32) 

Получим 

 H 11,18cos
2

+= bmg
R

v
mN C

C . (5.33) 

4. Рассмотрим перемещение материальной точки из положения C  в по-

ложение В и применим теорему об изменении кинетической энергии, записав ее 

в виде 

 B,C

n

1i
B,CCB A)(ATT ==−

=
iF


. (5.34) 
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На материальную точку действуют сила тяжести g


m  и нормальная реак-

ция N


. Так как трением на этом участке пренебрегаем, то 

 0)m(AA B,CB,C == g


. (5.35) 

В силу (5.34)  

 м/с 73,5= CB vv . (5.36) 

5. Рассмотрим движение материальной точки на участке BD. Так как вре-

мя движения на этом участке задано, целесообразно применить теорему об из-

менении количества движения точки (5.7) в проекциях на ось Bx : 

 
=

=−
n

i
xBxDx Smvmv

1

,0 )( iF


 . (5.37) 

Найдем сумму проекций импульсов: 

  ++=
=

n

1i
тр

,0
x

,0
x

,0
x

,0
x )(S)(S)m(S)(S FNgFi


 ; (5.38) 

 b −= sin)(,0 mgmSx g


; (5.39) 

 b −=−== cos)(  ;0)( ,0,0 fmgFSS трxx трFN


. (5.40) 

С учетом (5.38) − (5.40) выражение (5.37) примет вид 

 bb )cos(sin fmgmvmv BxDx +−=− , (5.41) 

откуда 

 BxDx vfgv ++−= bb )cos(sin . (5.42) 

Подстановка численных значений дает 

 м/с 41,473,52,0)866,02,05,0(81,9 =++−Dxv . (5.43) 

Ответ: 73,5= BC vv  м/с, 41,4Dv  м/с, H 11,18CN . 
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