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ЗАДАНИЕ НА ВЫПОЛНЕНИЕ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 

 

Учебным планом дисциплины "Основы теории управления" для заочного 

отделения предусмотрено выполнение трех контрольных работ.   

Контрольные работы должны быть выполнены до начала экзаменационной 

сессии. Студенту необходимо представить преподавателю отчёт со всеми тремя 

контрольными работами, выполненными в соответствии с методическими 

материалами, изложенными в настоящем сборнике.  

 

 

Номер варианта задания соответствует номеру студента в алфавитном 

списке учебной группы. 

 

 

Отчёт о выполнении контрольных работах должен включать: титульный 

лист, условие каждой задачи и подробную процедуру ее решения, аналогично 

тому, как это представлено в примерах выполнения контрольных заданий.  

На титульном листе отчёта о выполнении контрольных работ необходимо 

указать фамилию, имя и отчество студента, номер учебной группы, номер 

варианта, а также наименования кафедры и изучаемой дисциплины. 

Отчет о выполнении контрольных работ оформляется либо на листах фор-

мата А4, либо в тетради, печатным или рукописным (при условии разборчивого 

почерка) способом.  

Во время защиты отчёта студент должен уметь обосновать представленные 

в отчёте решения. При положительно оцененном отчете о выполнении конт-

рольных работ студент допускается к сдаче экзамена по дисциплине. 
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1  КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1 

 

Темы: 

- передаточные функции и дифференциальные уравнения; 

- преобразования структурных схем; 

- одноконтурные системы управления, законы регулирования; 

- частотные характеристики. 

 

1.1  Передаточные функции и дифференциальные уравнения 

 

Основной формой представления математической модели системы автома-

тического управления (САУ) является дифференциальное уравнение.  

В теории автоматического управления принято пользоваться передаточны-

ми функциями (ПФ). ПФ может быть получена с помощью преобразований 

Лапласа. В этом случае ПФ звена (системы) численно равна отношению изо-

бражения его выходной величины к изображению его входной величины 

при нулевых начальных условиях. ПФ зависит только от параметров звена 

(системы) и не зависит от входной величины. ПФ так же, как и дифференциаль-

ное уравнение полностью определяет динамические свойства звена (системы). 

В теории управления широко используется также и операторная форма 

записи ПФ, которая получается из дифференциального уравнения, записанного 

в операторной форме, путем деления многочлена правой части уравнения на 

многочлен левой части, т. е. выходной величины на входную.   

Передаточную функцию в форме изображения Лапласа можно получить из 

ПФ в операторной форме, если в последней сделать подстановку p = s . В об-

щем случае это следует из того, что дифференцированию оригинала – символи-

ческому умножению оригинала на p –  при нулевых начальных условиях соот-

ветствует умножение изображения на комплексное число s .                                        

Сходство между передаточной функцией, записанной в форме изображе-

ний Лапласа W(s) и в операторной форме W(р), чисто внешнее и оно имеет 

место только в случае стационарных звеньев (систем), т. е. если коэффициенты 

дифференциального уравнения не зависят от времени. 

Например, рассмотрим дифференциальное уравнение 2-го порядка, связы-

вающее выходную y и входные (x и f ) переменные звена уравнением (1.1)   

               f 

  x                            y             fcxb
dt

dx
bya

dt

dy
a

dt

yd
a 010212

2

0   ,                  (1.1) 

                                             которое в операторной форме имеет вид   

                                                      fcxbpxbyapyaypa 01021

2

0                        (1.2) 

 

При записи и преобразовании дифференциальных уравнений оператор р 

(или s) можно рассматривать как алгебраический сомножитель, а выражение, 

например, Tp – как произведение,  не обладающее свойством коммутативности 

(нельзя записать pT).  
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Учитывая это, уравнение (1.2) можно переписать так: 

                         fcxbpbyapapa 01021

2

0 )()(                                 (1.3) 

 

В соответствии с приведенным выше определением ПФ в операторной 

форме рассматриваемое звено можно характеризовать двумя ПФ:  ПФ W1(p) по 

входной величине  x  и  ПФ W2(p) по входной величине  f , т.е. 

             
21

2

0

10
1 )(

apapa

bpb
pW




 ;        

21

2

0

0
2 )(

apapa

c
pW


                             (1.4) 

Теперь исходное уравнение (1.1) можно записать в компактной форме 

                             fpWxpWy  )()( 21                                                          (1.5) 

В изображениях Лапласа уравнение (1.1) можно записать так: 

                             )()()()()( 21 sFsWsXsWsY                                                (1.6) 

Это уравнение адекватно уравнению (1.5) только при нулевых начальных 

условиях. 

Обычно линейные дифференциальные уравнения не выше 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами записывают в стандартной форме. При этом 

члены, содержащие выходную величину и ее производные, записывают в левой 

части уравнения, а все остальные члены – в правой;  коэффициент при выход-

ной величине делают равным единице. Если в правой части содержатся произ-

водные, их объединяют в одну группу и коэффициент при соответствующей 

входной величине выносят за скобки. 

В стандартной операторной форме уравнение (1.1) принимает вид 

                        fkxpTkypTpT 2211

22

0 )1()1(   , 

где  ;;;;;
2

0
2

1

0
2

2

1
1

2

1
1

2

02

0
a

c
k

b

b
T

a

b
k

a

a
T

a

a
T   

Постоянные величины  T0 ,  T1 , T2  имеют размерность времени и называ-

ются постоянными времени, а коэффициенты  k1  и  k2 – передаточными коэф-

фициентами (коэффициентами передачи). Постоянные времени характеризуют 

инерционность звена (системы) и являются динамическими характеристиками, 

а коэффициенты передачи – статическими характеристиками звена (системы). 

 
 

1.1.1  Задание 1.1 

 

Записать собственную передаточную функцию для дифференциального 

уравнения: 

Вариант 1           kux
dt

xd

dt

xd


2

2

3

3

47  

Вариант 2           )(73
3

3

4

4

 tkfx
dt

dx

dt

xd

dt

xd      

Вариант 3           
2

2

2

2

64
dt

yd
k

dt

dx

dt

xd
          

Вариант 4           
dt

dy
kx

dt

dx

dt

xd

dt

xd
 83

2

2

3

3
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Вариант 5           )(42
2

2

 tkfx
dt

dx

dt

xd  

Вариант 6           kfx
dt

dx

dt

xd

dt

xd
 525

2

2

4

4

  

Вариант 7           )3(69
2

2

fykх
dt

dx

dt

xd
  

Вариант 8          
2

2

3

3

1025
dt

ud
kx

dt

dx

dt

xd
          

 

Записать обобщенную передаточную функцию для дифференциального 

уравнения: 

Вариант 9           kux
dt

dx

dt

xd

dt

xd


2

2

3

3

8     

Вариант 10         )(73
2

2

3

3

 tkfx
dt

dx

dt

xd

dt

xd      

Вариант 11         
dt

tdf
kx

dt

dx

dt

xd )(
52

2

2 
      

Вариант 12         
dt

dy
kx

dt

xd

dt

xd


2

2

3

3

26      
 

Вариант 13         
dt

du
k

dt

dx

dt

xd

dt

xd
 253

2

2

4

4

    

Вариант 14         
dt

df
k

dt

dx

dt

xd
85

2

2

     

 

Записать дифференциальные уравнения по известным передаточным 

функциям: 

Вариант 15         
1210

)(
2 


ss

k
sW    

Вариант 16         
125

)(
23 




sss

ke
sW

s

    

Вариант 17         
14

)(
2 




ss

ke
sW

s

    

Вариант 18         
19

)(
3 


ss

ks
sW     

Вариант 19         )(
1

)(
23

sY
sss

ks
sW


     

Вариант 20         
123

)(
23

2




sss

ks
sW     

Вариант 21         )(
1

)(
24

3

sY
ss

ks
sW


     

Вариант 22         )(
1105

)(
23

3

sY
ss

ks
sW


     

Вариант 23         )(
122

)(
23

2

sY
sss

ks
sW


     

Вариант 24         )(
1

)(
234

sY
ssss

kse
sW

s






    

Вариант 25         
1

)(
35

2






sss

eks
sW

s
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1.1.2  Примеры выполнения заданий 1.1  

       

1)  Дано дифференциальное уравнение системы управления в виде: 

                      kyx
dt

dx

dt

xd
 35

2

2

                                                               (1.7) 

Получить для него обобщенную и собственные передаточные функции. 

Решение.  Уравнение (1.7) в операторной форме: 

                                    5р
2
х + 3рх + х = ky 

Запишем уравнение (1.7) в изображениях по Лапласу, заменив оператор  

дифференцирования  р  на переменную s : 

                                   (5s
2
 + 3s + 1) X(s) = kY(s)                                                     (1.8) 

Так как передаточная функция в форме изображений Лапласа 

                                                     ,
)(

)(
)(

sY

sX
sW                                                                 (1.9)                                                     

то из (1.8) можно записать решения: 

     - обобщенная передаточная функция: 

                                               )(
135

)(
2

sY
ss

k
sW


                                                        (1.10) 

  - собственная передаточная функция, которая записывается из (1.10) при  Y(s) =1: 

                                               
135

)(
2 


ss

k
sW                                                         

 

2)  Дана обобщенная передаточная функция в виде: 

                                               )(
14

)(
2

sY
ss

k
sW


                                                        (1.11) 

Записать соответствующее ей дифференциальное уравнение. 

Решение.  Учитывая уравнение (1.9), запишем из (1.11) выражение: 

                                               )(
14

)(
2

sY
ss

k
sX


                                                          (1.12) 

Освободившись от знаменателя, получим  

                                               (4s
2 
+ s + 1)X(s) = kY(s)                                                     (1.13) 

Произведя замену  s  на  p , запишем (1.13) в операторной форме: 

                                     (4р
2
 + р + 1)X(р) = kY(р)                                                   (1.14) 

Учитывая, что 
dt

d
p   (где р – символ операции дифференцирования), и переходя 

от операторной формы уравнения (1.14) к оригиналу, получим искомое решение: 

                                                    kyx
dt

dx

dt

xd


2

2

4                                                         

 

3)  Дана собственная передаточная функция в виде 

                                                
1510

)(
23 


ss

k
sW                                                           (1.15) 

Записать соответствующее ей дифференциальное уравнение. 

Решение.  Учитывая (1.9) и (1.15), запишем 

                                                
1510)(

)(
23 


ss

k

sY

sX
 ,                                                                                                                                                            
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откуда                                 )(
1510

)(
23

sY
ss

k
sX


                                                        

       Далее, выполняя действия, аналогичные действиям с уравнениями (1.13) и (1.14)  

из примера 2, получим решение: 

                                    kyx
dt

xd

dt

xd


2

2

3

3

510                     

 

1.2  Преобразование структурных схем 

 

Структурная схема – это графическое изображение математической 

модели САУ в виде соединений звеньев. Звенья, как и системы, могут 

описываться дифференциальными уравнениями довольно высокого порядка, но 

их всегда можно представить как соединение типовых или элементарных 

звеньев, порядок дифференциальных уравнений которых не выше второго.  

Вычисление эквивалентной передаточной функции многоконтурной сис-

темы осуществляется в следующем порядке: 

1) освободиться от перекрещивающихся связей путем перестановки узлов, 

перестановки сумматоров и переноса узлов и сумматоров через звенья (таблица 

1.1); 
 

            Таблица 1.1 – Правила структурных преобразований 

Операция Исходная схема Преобразованная схема 

1  Перемещение узлов  

  

2  Перемещение  

сумматоров 

  

3  Прямое  

перемещение узла   

через звено     
4  Обратное 

перемещение узла  

через звено 
 

 
5  Прямое  

перемещение 

сумматора через звено   
6  Обратное  

перемещение 

сумматора через звено 
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Продолжение таблицы 1.1 

Операция Исходная схема Преобразованная схема 

7  Перенесение  

сумматора через узел  

  
8  Перенесение узла  

через сумматор 

  
 

2) преобразовать многоконтурную систему в одноконтурную, используя три 

правила преобразования структурных схем: 

 

   а) последовательное соединение звеньев заменяется одним звеном с ПФ                      

                                                )()(
1

sWПsW i

n

i
пос


 ; 

   б) параллельное соединение звеньев заменяется одним звеном с ПФ     

                                               )()(
1

sWsW
n

i

iпар 


 ; 

   в) звено, охваченное обратной связью, заменяется одним звеном с ПФ                   

                                               
)(1

)(
)(

sW

sW
sW

раз

раз

з


  , 

где знак “+” в знаменателе ПФ означает отрицательную обратную связь, а знак 

“−” – положительную; 

      Wраз(s) = Wпр(s)
.
Wос(s) – передаточная функция разомкнутого контура, 

где Wпр(s) – передаточная функция прямого участка контура; 

      Wос(s) – передаточная функция обратной связи; 
 

3) вычислить передаточную функцию одноконтурной системы. 

 

1.2.1  Задание  1.2 

  

Вывести выражение для эквивалентной передаточной функции системы, 

используя правила преобразования структурных схем.  
 

Вариант 1       1 – W1(s) = k1 ;   2 – W2(s) = k2/(T2s+1) ;   3 – W3(s) = 1/T3s ;   4 – W4(s) = k4     

              Y  

                           −                                                                                    X 

                                                                                   − 

          

1 

2 
4 

3 
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Вариант 2       1 − W1(s) = k1(T1s+1)/T1s ;  2 − W2(s) = k2 ;  3 − W3(s) = k3/T3s ;  4 − W4(s) = k4 

                                                                            

                   Y                                                                       X 

                                    − 

                                      − 

 

Вариант 3       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = 1/T4s 

 

                Y                                                                                                  X 

                                 − 

        

 

Вариант 4       1 − W1(s) = 1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

 

             Y                                                                                   X 

                            − 

 

Вариант 5       1 − W1(s) = k1 ;   2 − W2(s) = 1/T2s ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

                                                           −                                                                  

         Y                                                                                                                             X 

                             − 

 

Вариант 6       1 − W1(s) = k1 ;   2 − W2(s) = 1/T2s ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

                                                                                         − 

 

                         Y                −                                                              X 

 

Вариант 7       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = 1/T2s ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4 

         Y                                                                                                                 X 

                          −                                      − 

                                          

1 

2

  3

  
4 

1 

4 

2 

3 

1 

4 

3 

2 

1 

4 

3 2 

1 

2 

3 

4 

1 

4 

2 3 
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Вариант 8       1 − W1(s) = 1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4/(T4s+1) 

               Y                                                                                                    X 

                             − 

                                                                                                                                                       

 

 

Вариант 9       1 − W1(s) = 1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

 

          Y                                                                                                        X 

                       − 

 

 

Вариант 10       1 − W1(s) = 1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4/(T4s+1)        

 

 

           Y                                                                                                            X                                                

            −                      − 

 

 

Вариант 11       1 − W1(s) = k1 ;   2 − W2(s) = 1/T2s ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4/(T4s+1)        

           Y                                                                                     X 

                         −                          − 

 

 

Вариант 12       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = 1/T3s ;   4 − W4(s) = k4 

 

            −                 

      Y                                                                         X 

            − 

 

2 

1 

4 

3 

4 

2 3 

1 

4 

2 

1 

3 

1 

3 

2 

4 

3 1 

4 

2 
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Вариант 13       1 − W1(s) = 1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4    

 

                                         −          

           Y                                                                                              X 

 

Вариант 14      1 − W1(s) = 1/s(T1s) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4    

            Y                                                                                                      X 

                 

            −                                      −                                          

                                                                         

 

 

Вариант 15       1 − W1(s) = 1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/T3s ;   4 − W4(s) = k4 

    Y                                                                                        X 
                                                                   

                                    −                  − 

 

 

Вариант 16     1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;  2 − W2(s) = k2/(T2s+1) ;  3 − W3(s) = k3 ;  4 − W4(s) = k4 

               Y                                                                                                  X 

                        − 

                                                 −          

                                                       

 

Вариант 17       1 − W1(s) = k1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/s(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

            

                                       

                         Y           −                                                                   X 

                                              − 

 

1 2 

4 

3 

1 2 

3 

4 

1 2 

3 4 

1 

2 

3 

4 

4 
3 

1 

2 
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Вариант 18       1 − W1(s) = k1 ;   2 − W2(s) = 1/T2s ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

 

                                            −                                                 

              Y                                                                                             X 

                −                           

                                                                                        

                  

 

Вариант 19       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4/T4s 

              Y                                                                                 X   

                                                                                           

                − 

                                  

 

                                                                        − 

 

Вариант 20       1 − W1(s) = k1 ;   2 − W2(s) = k2/T2s ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

                Y                                                                                        

                                   −                                  −                                                               

                                                                                                                                 Х 

 

Вариант 21       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = 1/T2s ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4 

                                                                                                                                    Х 

 

                                                                                                                      

                                                                               −                                          Y 

 

Вариант 22       1 − W1(s) = k1/T1s ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/(T3s+1) ;   4 − W4(s) = k4 

                                                                                                                           − 

                 Y                                                                                                    X 

 

1 

4 

3 

2 

2 

4 

3 

1 

1 

4 

2 3 

3 1 

4 

2 

3 

2 

1 

4 
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Вариант 23       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/T3s ;   4 − W4(s) = k4 

                       Y                                                                           

                                              − 

                                                                                                                                     X 

 

 

Вариант 24       1 − W1(s) = k1 ;   2 − W2(s) = 1/(T2s+1)  ;   3 − W3(s) = k3 ;   4 − W4(s) = k4/T4s 

                Y                                                                                                                  X 

                             −                                      − 

 

 

Вариант 25       1 − W1(s) = k1/(T1s+1) ;   2 − W2(s) = k2 ;   3 − W3(s) = k3/T3s ;   4 − W4(s) = k4 

           Y                                                                                                                       X 

                                 −                                                                                 − 

 

 

 

1.2.2  Пример выполнения задания 1.2  

 

Привести заданную структурную схему к виду  X(s) = W(s) 
.
Y(s).                                    

                                                                                                                                                             

    Y             1                                                        2                                                                   3                      X 

     −              

 

 

Решение.  Перенеся сумматор 3 через звено с ПФ W2(s) и добавив звено с ПФ  

1/W2(s)  в соответствии с правилами таблицы 1.1, а также поменяв местами сумма-

торы 3 и 2, исходную систему можно привести к многоконтурной системе без пере-

крещивающихся связей:    

                                
                                                                                                                                                                    

   Y             1                                                       3                2                                      X 

      −          

3 

2 

4 

1 

1 

4 

2 3 

1 2 3 

4 

W1(s) W2(s) 

W4(s) 

W5(s) 

W3(s) 1/W2(s) 

W1(s) 

W3(s) 

W4(s) 

W2(s) 

W5(s) 
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Последовательно соединенные звенья с передаточными функциями  W3(s)  и  

1/W2(s)  заменяются одним звеном с ПФ  W3-2(s) = W3(s)/W2(s) . 

Параллельно соединенные звенья с передаточными функциями  W3-2(s)  и W1(s)  

заменяются одним звеном с ПФ  W1-3-2(s) = W1(s) + W3-2(s) . 

Звено с ПФ  W2(s), охваченное положительной обратной связью с ПФ  W4(s), 

заменяется одним звеном с ПФ  W2-4(s) = W2(s)/(1 − W2(s)W4(s)). В результате получим 

одноконтурную систему:   
 

                                       1      

                 Y         −                                                                                           X               

                             

 

Эквивалентная передаточная функция полученной одноконтурной системы с  

отрицательной обратной связью:   
                                                                              

     
)]()()()[()()(1

)()()(

)()()(1

)()(
)(

321542

321

542231

42231

sWsWsWsWsWsW

sWsWsW

sWsWsW

sWsW
sW












        (1.16)        

                                           Y(s)                                      X(s) 

Откуда следует равенство Х(s) = W(s) 
.
Y(s). Это решение задачи. Если по усло-

вию задачи известны передаточные функции отдельных звеньев, то они подставля-

ются в выражение для W(s), которое по возможности упрощается.     
 

Вывести эквивалентную передаточную функцию системы управления 

можно также по ее графу, воспользовавшись формулой Мэзона. 
 

Нетрудно показать, что параллельные дуги (рисунок 1.1а) можно заменить одной 

дугой с передаточной функцией, равной  сумме  передаточных функций исходных  

дуг (рисунок 1.1б).  Простой путь,  если отсутствуют не принадлежащие ему дуги, 

инцидентные его промежуточным вершинам (рисунок 1.1в), можно заменить дугой с 

передаточной функцией, равной  произведению передаточных функций дуг этого пу-

ти (рисунок 1.1г). Простой путь на рисунке  1.1д  заменить дугой нельзя, т.к. имеются  

не принадлежащие этому пути дуги  Wk  и  Wl , инцидентные его промежуточным 

вершинам.                                                                              
   а)     W1               в) x0  W1  x1     xn-1  Wn   xn 

 

          W2                                                 n 

                           г)      W = Wi   

  x1                     x2                  x0          
i=1       xn

  

               

          Wn                                                   

   б)        n             д)         Wk    Wl 

     x1  W = Wi    x2       x0 W1             Wn  xn             

            
i=1

                
 

 

Рисунок 1.1 – Преобразования графов 

W(s) 

W1-3-2(s) W2-4(s) 

W5(s) 
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Формула Мэзона для вычисления передаточной функции (ПФ) САУ: 

                                     ,
)(

)(
)()(

1 s

s
sPsW i

m

i

iyx







 

 

где  Wyx(s) – ПФ системы по отношению к воздействию x;  

        Pi(s)  –  ПФ  i-го простого пути от вершины  y  к вершине  x ,  равная   

                      произведению ПФ дуг, входящих в этот путь; 

        i  – определитель подграфа,  получающегося из исходного графа при удалении   

                всех дуг и вершин i-го простого пути,  а также всех дуг, инцидентных этим  

                вершинам; 

        (s)  – определитель графа:      

                      (s) = 1 − Lj +  LjLk −  LjLkLn + . . .   , 
где Lj  – ПФ j-го простого контура, равная произведению ПФ входящих в этот контур  

              дуг, суммирование  производится  по всем простым контурам;  

      LjLk  – произведения ПФ  j-го  и k-го контуров  (суммирование производится по  

                 всем несоприкасающимся парам контуров); 

      LjLkLn  – произведения ПФ  j-го, k-го и n-го контуров (суммирование производится  

                     по всем несоприкасающимся тройкам контуров) и т.д.                                                                                                
 

Два контура (пара контуров)  называются несоприкасающимися, если они не 

имеют общих дуг и (или) общих вершин. Тройка (четверка и т.д.) контуров называ-

ется несоприкасающейся,  если любая пара контуров из этой тройки (четверки и т.д.) 

является несоприкасающейся. 

Подграф, получающийся при удалении дуг и вершин какого-либо простого пути, 

а также всех дуг, инцидентных удаляемым вершинам, называется подграфом, соот-

ветствующим этому простому пути.   

 

Пример вычисления передаточной функции системы управления Wxy , представ-

ленной в предыдущем примере, с помощью формулы Мэзона.     

 
                                                                                                                                                             

    Y             1                                                        2                                                                   3                      X 

     −              

 
                                      
                                               

                                                     W3 

                                                 

  y  W0=1 1  W1 x1 W6=1 2  W7=1      W2    x2 W8=1 3   W9=1   x 
 

                                      

                                 W4  
                           

                                                              W5= -1  
 

                Рисунок 1.2 – Детализированный граф системы управления                            
                      

W1(s) 

W3(s) 

W4(s) 

W2(s) 

W5(s) 
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                         W3 
                                    

           W0=1      W1      W2 

       y                             x     
                             

                            W4 

                        

                                              W5=-1 
 

                 Рисунок 1.3 – Упрощенный граф системы управления              
 

От вершины y к вершине  x  имеется два простых пути с передаточными 

функциями   P1 = W1W2  и  P2 = W3 . 

Имеется три контура с передаточными функциями:   

L1 = W2W4 ;     L2 = -W1W2W5 ;     L3 = -W3W5 ;      

 

Несоприкасающихся пар и большего числа контуров граф не содержит. Поэтому 

его определитель: 

                 = 1 – (L1 + L2 + L3) = 1 – W2W4  + W3W5  + W1W2W5 

 

Подграфы, соответствующие простым путям от вершины  y  к вершине x,  

замкнутых контуров не содержат  (т.е. простые пути  P1  и  P2  соприкасаются со 

всеми контурами), и поэтому их определители  1 = 1,  2 = 1.  

По формуле Мэзона: 
 

                      
)]()()()[()()(1

)()()(

321542

32121

sWsWsWsWsWsW

sWsWsWPP
Wyx









    , 

что соответствует выражению (1.16). 
                                                   

 

1.3  Одноконтурная система управления, законы регулирования 
 

В теории автоматического управления, задачами которой являются синтез 

(построение) и анализ (исследование) систем управления,  обычно использует-

ся структурная схема САУ (рисунок 1.1). В такой схеме исполнительный меха-

низм и регулирующий орган объединены с регулятором, а датчик – с объектом,  

кроме того, выделена схема сравнения для определения величины динамичес-

кой ошибки регулирования e :    e(t) = y(t) – x(t) .   
 

                                                                                 f(t) 

            y(t)               e(t)                          g(t)                                            x(t) 

                           −x(t)                                                                                                                                                                                   

                                              

                                                                      – элемент сравнения    

                                      Рисунок 1.4 – Структурная схема одноконтурной САУ 

Объект 

управления 
Регулятор 
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Требования к управлению: 

- точность – в установившемся режиме система управления должна поддержи-

вать заданное значение выхода системы, причем ошибка e(t) (разница между 

заданным y(t) и фактическим значением x(t)) не должна превышать допусти-

мую; 

- устойчивость – система должна оставаться устойчивой на всех режимах, т. е. 

обладать способностью  возвращаться в состояние равновесия после исчезнове-

ния внешних сил f(t) (возмущений), которые вывели ее из этого состояния; 

- качество переходных процессов – при смене заданного значения y(t) система 

должна приводить объект управления в нужное состояние с помощью управля-

ющих воздействий g(t) по возможности быстро и плавно, а оценки качества 

переходного процесса не должны превышать их заданных значений. 

 

Точность системы в установившемся режиме определяется ошибкой e(t)      

или ее изображением E(s) (рисунок 1.2). Для ее исследования используют пере-

даточную функцию по ошибке Wе(s) , которая связывает изображения ошибки и 

входного сигнала:       E(s) = We(s)
.
Y(s) .    

        

                                            F(s) 

 
                                                                                                                 

                                                                                                                                                                            

       Y(s)             E(s)                 G(s)                                                X(s) 

                                                                                                                                                                                                                                               
                   −   
 

                                                                                               
     Рисунок 1.5 – Структурная схема одноконтурной системы управления 

 

Из схемы следует, что  X(s) = Хg(s) + Хf(s) ,                                         

где  X(s) – изображение выходной координаты системы; 

       Xg(s) – изображение выходной координаты по управляющему воздействию;  

       Хf(s) – изображение выходной координаты по возмущающему воздействию.   

 

Общая ошибка регулирования в одноконтурной системе  Е(s)=Еg(s) +Ef(s),                                                      

где  Eg(s)– ошибка по управляющему воздействию; 

       Еf(s) – ошибка по возмущающему воздействию. 

 

На схеме также указаны: 

 Y(s) – изображение задающего воздействия; 

 G(s) – изображение управляющего воздействия; 

 F(s) – изображение возмущающего воздействия.    

      

Передаточная функция разомкнутой одноконтурной системы (при разрыве 

обратной связи на участке входа ее в элемент сравнения): 

Wf(s) 

Wоб(s) 

 

Wрег(s) 

 

Wоc(s) 
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                   Wрс(s) = X(s)/E(s) = Wрег(s)
.
Wоб(s)

.
Wос(s) 

 

Уравнение движения для разомкнутой системы 

                  X(s) = Wрег(s)
.
Wоб(s)

.
E(s) + Wf(s)

.
F(s)

.
Wоб(s)                              (1.16) 

 

Уравнение замыкания системы (при наличии неединичной отрицательной 

обратной связи)               E(s) = Y(s) + Wос(s)
.
X(s)                                           (1.17) 

 

Подставив выражение для ошибки регулирования (1.17) в уравнение (1.16), 

получим уравнение движения замкнутой системы 

  X(s) = Wрег(s)
.
Wоб(s)

.
[Y(s) + Wос(s)

.
X(s)] + Wf(s)

.
F(s) )

.
Wоб(s)                    (1.18) 

 

После небольших преобразований относительно X(s) уравнение (1.18) мож-

но записать так: 

         )(
)()()(1

)()(
)(

)()()(1

)()(
)( sF

sWsWsW

sWsW
sY

sWsWsW

sWsW
sX

особрег

обf

особрег

обрег










                    (1.19) 

При F(s) = 0 выходная величина X(s) связана со входной величиной Y(s) 

передаточной функцией замкнутой системы 

                            
)()()(1

)()(
)(

sWsWsW

sWsW
sW

особрег

обрег

зс



  

 

Подставив выражение для X(s) (1.16) в уравнение (1.17) и сделав неболь-

шие преобразования относительно E(s), получим уравнение общей ошибки 

регулирования замкнутой одноконтурной системы 

E(s) = Y(s) + Wос(s)
.
X(s) = Y(s) + [Wрег(s)

.
Wоб(s)

.
E(s) + Wf(s)

.
Wоб(s)

.
F(s)] 

 

          )(
)()()(1

)()()(
)(

)()()(1

1
)( sF

sWsWsW

sWsWsW
sY

sWsWsW
sE

особрег

обfос

особрег








                    (1.20) 

 

При единичной обратной связи  [Wос(s)=1]  и единичном возмущающем 

воздействии [Wf(s)=1]  уравнения (1.19) и (1.20) примут вид: 

 

                 )(
)()(1

)(
)(

)()(1

)()(
)( sF

sWsW

sW
sY

sWsW

sWsW
sX

обрег

об

обрег

обрег








                               (1.21) 

                 )(
)()(1

)(
)(

)()(1

1
)( sF

sWsW

sW
sY

sWsW
sE

обрег

об

обрег







  ,                             (1.22) 

откуда выражения для ошибки по управляющему воздействию Еg(s) и ошибки 

по возмущающему воздействию Еf(s) выглядят так: 

                  )(
)()(1

)(
)(;)(

)()(1

1
)( sF

sWsW

sW
sEsY

sWsW
sE

обрег

об
f

обрег
g 





                                                                                                                    

 

Статическая ошибка регулирования или ее изображение определяются при   

s = 0  (или p = 0).  Динамическая  ошибка  регулирования  или  ее  изображение  

определяются при  s ≠ 0 (или p ≠ 0).                                                                                        
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Практически все задачи управления могут быть решены с помощью трех 

законов регулирования:                                                                                      

- пропорциональный закон (П-регулятор):   
              ;)(;)()( KsWteKtg рег             

- интегральный закон (И-регулятор):   

                      ;)(;))()(
0

sT

K
sWdtte

T

K
tg

И

рег

t

И

                                               

- пропорционально-интегральный закон (ПИ-регулятор):                 

              ;
)1(

)(;))(
1

)(()(
0

sT

sTK
sWdtte

T
teKtg

И

И
рег

t

И


                                                                                                   

- пропорционально-интегрально-дифференциальный закон (ПИД-регулятор):                                                  

              ,)
1

1()(;)
)(

)(
1

)(()(
0

sK
sT

KsW
dt

te
Kdtte

T
teKtg Д

И

регД

t

И

                                                                                  

где  K, Tи , Kд  – параметры настройки регулятора, зависящие от  

                           динамических свойств объекта управления (причем, Kд  

                           имеет размерность времени).      

                  
 

С помощью П-регулятора можно управлять любым устойчивым объектом, 

он обеспечивает достаточное быстродействие системы, однако дает ненулевую 

статическую ошибку. Чтобы убрать статическую ошибку в установившемся 

режиме, в регулятор вводят интегральный канал. Такой регулятор называется 

ПИ-регулятором. Интегратор выдает сигнал, пропорциональный накопленной 

ошибке, поэтому переходный процесс несколько замедляется. Однако за счет 

интегрального канала обеспечивается нулевая ошибка в установившемся состо-

янии при ступенчатом возмущении и ступенчатом изменении задающего воз-

действия. Для ускорения переходных процессов добавляют дифференциальный 

канал с коэффициентом усиления Kд . Такой регулятор называется ПИД-регу-

лятором. Кроме того, иногда используются ПД-регуляторы (пропорциональ-

но-дифференциальные), у которых нет интегрального канала. 

Управление по производной – это быстрый способ управления. Сигнал 

дифференциального канала наиболее важен при изменениях входов и исчезает 

в установившемся режиме. Он позволяет реагировать не на само увеличение 

ошибки, а на тенденцию ее изменения, и принять “превентивные меры”. Глав-

ный недостаток дифференциального канала – большое влияние высокочастот-

ных помех, например, шумов измерений. Для того, чтобы сделать регулятор 

физически реализуемым, вместо чистого дифференцирования используют 

инерционное дифференцирующее звено с ПФ: 

                                            )
1

1
1()(




sT

sK

T
KsW

Д

Д

И

 , 

где TД – постоянная времени малой величины.  
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1.3.1  Задание 1.3 

 

Для структурной схемы одноконтурной САУ, изображенной на рисунке 

1.2, с заданными передаточными функциями регулятора и объекта  определить 

показатели точности системы в статике. Пояснить результат решения. 

 

Таблица 1.2 – Варианты заданий  

    

Вари-

ант 

Тип регулятора ПФ регулятора 
Wрег(s) 

ПФ объекта 
Wоб(s) 

Определить 

 

1 

 

ПИ sT

sTk
sW

из

изрег

рег

)1(
)(


  

)1)(1(
)(

21
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

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2 
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
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
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и
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


sTsT
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)1(
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




и
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T
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)1)(1(
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

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T
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)1(
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
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1
)(

1
2
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
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K
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k
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Продолжение таблицы 1.2 

 

 

 

1.3.2  Примеры выполнения задания 1.3 

 

1) В одноконтурной системе управления, представленной на рисунке 1.2, определить 

общую статическую ошибку регулирования и ошибки регулирования по управляю-

щему и возмущающему воздействиям. 

Пусть  
)1()1(

)(
21 


sTsT

K
sW об

об  – передаточная функция объекта;    

            
s

sWрег

1
)(   − передаточная функция И-регулятора. 

Решение.  Статическую ошибку можно определить по формуле (1.22) . 

Определим передаточную функцию разомкнутой одноконтурной системы 

                                )()()( sWsWsW регоб      

с учетом исходных данных:                                          

               
)1)(1(

1

)1)(1(
)(

2121 





sTsTs
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ssTsT

K
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Общая ошибка регулирования: 

                  )(
)(1

)(
)(

)(1

1
)( sF

sW

sW
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sW
sE об





           

Подставив выражения для Wоб(s) и W(s) в Е(s), получим: 

                          )(

)1)(1(
1

)1)(1(
)(

)1)(1(
1

1
)(

21

21

21

sF

sTsTs

K

sTsT

K

sY

sTsTs

K
sE

об

об

об










  

 

В результате последующих преобразований получим: 
 

         )(
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Вари-

ант 

Тип регулятора ПФ регулятора 
Wрег(s) 

ПФ объекта 
Wоб(s) 

Определить 
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Это выражение представляет собой изображение динамической ошибки. Изобра-

жение статической ошибки определим, полагая  s = 0,  откуда  Е(0) = 0. Следователь-

но, общая статическая ошибка регулирования в САУ с И-регулятором равна нулю, 

что соответствует свойству интегрального регулятора. 

Аналогично можно определить ошибки регулирования по управляющему Eg(s) и 

по возмущающему Ef(s) воздействиям.  

 

 

1.4  Частотные характеристики 

 

Важной динамической характеристикой звеньев и САУ являются частот-

ные характеристики (ЧХ). На основе их использования разработаны инженер-

ные частотные методы исследования САУ, достоинство которых состоит в том, 

что ЧХ позволяют просто выявлять влияние того или иного параметра на дина-

мические свойства системы (устойчивость, переходный процесс и т.д.). Кроме 

того, ЧХ можно определить экспериментально. Это важно в тех случаях, когда 

трудно составить уравнения динамики.  

Частотные характеристики звеньев и систем строятся на основании их 

комплексных передаточных функций (КПФ), которые определяют зависимость 

выходной величины от входной лишь в установившемся режиме при подаче на 

вход гармонических колебаний. Оператор  s  в ПФ является комплексным чис-

лом  s = α + jω, а в КПФ  s = jω, т.е. является мнимой величиной. Таким обра-

зом, КПФ является частным случаем ПФ. 

Частотная характеристика представляет собой реакцию динамического зве-

на или системы на входное гармоническое воздействие. Частотная характерис-

тика может быть представлена как зависимость фазы и относительного значе-

ния амплитуды выходного сигнала от частоты колебаний входного воздейст-

вия. Относительное значение амплитуды выражается отношением амплитуд 

выходного и входного сигналов. 

 

Зависимость изменения отношения амплитуд выходного и входного коле-

баний от частоты называется амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ).   

                                              
mX

mY
A )(                              

Зависимость сдвига по фазе между входным и выходным колебаниями от 

частоты называется фазо-частотной характеристикой (ФЧХ). 

                                               φ(ω) = φ 

 

Обе характеристики могут быть объединены, как это представлено на ри-

сунке 1.6, где на комплексной плоскости изображен вектор, длина которого 

равна отношению амплитуд на данной  ω , а положение определяется сдвигом 

по фазе при той же ω.  
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Рисунок 1.6 – Амплитудно-фазовая частотная характеристика 

 

При изменении частоты ω от 0 до ∞ вектор вращается вокруг начала коор-

динат, оставляя на комплексной плоскости след.  

Кривая, которую очерчивает конец вектора при изменении ω от 0 до ∞, 

называется АФЧХ. Длина (модуль) этого вектора равна A(ω), а аргумент (угол, 

образованный этим вектором с действительной положительной полуосью) – 

φ(ω). 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ) является комп-

лексной функцией частоты ω и так же, как комплексное число, может быть 

записана в 3-х формах: 

 

1) в виде суммы вещественной и мнимой составляющих:                 

                                    W(jω) = U(ω)+jV(ω) 

2) в тригонометрической форме:      

                         W(jω) = A(ω)
.
[Cos φ(ω)+jSin φ(ω)] 

 

3) в показательной форме:      W(jω) = A(ω)
.
e

jφ(ω)
 , 

 

В практических расчетах чаще используют формы 1) и 3) 

Из графика АФЧХ следуют следующие соотношения: 
 

           U(ω) = A(ω)
.
Cos φ(ω) ;     V(ω) = A(ω)

.
Sin φ(ω) 

 

Функцию W(jω) называют комплексной передаточной функцией (КПФ), а 

также амплитудно-фазовой частотной характеристикой (АФЧХ).  

Ее действительную часть U(ω) = ReW(jω) называют вещественной 

частотной функцией, ее мнимую часть V(ω) = ImW(jω) – мнимой частотной 

функцией. 

Модуль КПФ A(ω) = |W(jω)|  называют амплитудной частотной функцией, 

а ее график – амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ).  

Аргумент КПФ φ(ω) = arg[W(jω)] называют фазовой частотной функцией, 

а ее график – фазо-частотной характеристикой (ФЧХ). 

 

Комплексная передаточная функция (КПФ) является частным случаем ПФ 

и может быть получена из последней путем замены  s  на  jω.   
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1.4.1  Задание 1.4   

 

Для динамического звена с заданной передаточной функцией построить 

частотную характеристику в соответствии с данными таблицы 1.2. Пояснить 

ход решения. 
 

Таблица 1.3 – Варианты заданий  

 

Вари-

ант 

Название звена Передаточная функция Частотная 

характеристика 

Т, с K 

1 Апериодическое I-го 

порядка (устойчивое) 1
)(




Ts

K
sW  

ФЧХ 5 2 

2 Реальное интегрирующее 

(устойчивое) )1(
)(




Tss

K
sW  

ФЧХ 4 1 

3 Апериодическое  

II-го порядка  12
)(

22 


TssT

K
sW  

АЧХ 5 1 

4 Реальное 

дифференцирующее 

устойчивое 
1

)(



Ts

Ks
sW  

ФЧХ 5 2 

5 Реальное интегрирующее 

(неустойчивое) )1(
)(




Tss

K
sW  

АЧХ 4 2 

6 Форсирующее I-го 

порядка 

(ПД-звено) 

)1()(  TsKsW  АЧХ 5 1 

7 Апериодическое I-го 

порядка (устойчивое) 1
)(




Ts

K
sW  

АЧХ 5 2 

8 Реальное 

дифференцирующее 

(устойчивое) 
1

)(



Ts

Ks
sW  

АФЧХ 5 1 

9 Изодромное (ПИ-звено) 

Ts

TsK
sW

)1(
)(


  

АФЧХ 4 2 

10 Реальное интегрирующее 

(устойчивое) )1(
)(




Tss

K
sW  

АФЧХ 6 1 

11 Апериодическое  

II-го порядка 12
)(

22 


TssT

K
sW  

ФЧХ 3 2 

12 Реальное интегрирующее 

(неустойчивое) )1(
)(




Tss

K
sW  

АФЧХ 2 1 

13 Форсирующее I-го 

порядка 

(ПД-звено) 

)1()(  TsKsW  ФЧХ 6 2 

14 Апериодическое I-го 

порядка (неустойчивое) 1
)(




Ts

K
sW  

ФЧХ 1 1 

15 Изодромное (ПИ-звено) 

Ts

TsK
sW

)1(
)(


  

ФЧХ 4 2 
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Продолжение таблицы 1.3 

Вари-

ант 

Название звена Передаточная функция Частотная 

характеристика 

Т, с K 

16 Реальное 

дифференцирующее 

(неустойчивое) 
1

)(



Ts

Ks
sW  

АЧХ 10 1 

17 Апериодическое I-го 

порядка (устойчивое) 1
)(




Ts

K
sW  

АФЧХ 5 3 

18 Форсирующее  

II-го порядка 

)12()( 2  TsTsKsW

 

АЧХ 4 2 

19 Реальное интегрирующее 

неустойчивое )1(
)(




Tss

K
sW  

ФЧХ 5 2 

20 Апериодическое I-го 

порядка (неустойчивое) 1
)(




Ts

K
sW  

АФЧХ 4 1 

21 Реальное 

дифференцирующее 

(устойчивое) 
1

)(



Ts

Ks
sW  

АЧХ 6 2 

22 Реальное интегрирующее 

(устойчивое) )1(
)(




Tss

K
sW  

АЧХ 3 3 

23 Апериодическое  

II-го порядка 12
)(

22 


TssT

K
sW

 

АФЧХ 10 1 

24 Изодромное (ПИ-звено) 

Ts

TsK
sW

)1(
)(


  

АЧХ 5 4 

25 Апериодическое I-го 

порядка (неустойчивое) 1
)(




Ts

K
sW  

АЧХ 5 3 

 

1.4.2  Пример выполнения задания 1.4  
 

Для  звена I-го порядка с заданной передаточной функцией построить ампли-

тудно-частотную, фазо-частотную и амплитудно-фазовую частотную характеристики 

(АЧХ, ФЧХ и АФЧХ). 

                                    
 

,
1

)1(
)(

2

1

sT

sTK
sW




  

где  T1 = 1 с ,  T2 = 10 с ,  K = 1. 
 

Решение.  Подставив в передаточную функцию jω вместо s, выделим вещест-

венную P(ω) и мнимую Q(ω) составляющие частотной характеристики: 
 

 

,
1

)(

1

)1(

1)1()1(

)1()1(

1

)1(
)(

22

2

21

22

2

2

21

22

2

2

2112

22

21

2

1






















T

TTK
j

T

TTK

T

TKTjKTjKTK

jTjT

jTjTK

jT

jTK
jW



























 

где  1-е слагаемое – вещественная составляющая частотной характеристики (P(ω));     

        2-е слагаемое – мнимая составляющая частотной характеристики (Q(ω)). 
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АЧХ определяется по уравнению 22 ))(())(()(  VUA  . 

ФЧХ определяется по уравнению ,
)(

)(
arctan)( 




 k

U

V
   

 

где  k  = 0, ±1, ±2, . . . – число из натурального ряда чисел, которое определяется 

исходя из конкретных условий. 

 

            
;

1

)(1

)1(

)()1(
)(

22

2

42

2

2

1

22

2

2

1

222

2

2

21

2222

21

2










T

TTTTK

T

TTKTTK
A









  

            0,
1

)(

)1(

)(
arctan)(

2

21

21

2

21

21 








 k

TT

TT

TTK

TTK








  

При построении АЧХ и ФЧХ по оси абсцисс откладываются значения частоты ω,  

а по оси ординат – A(ω) или φ(ω). При построении АФЧХ по оси абсцисс откла-

дываются значения U(ω), а по оси  ординат – V(ω) (рисунок 1.7). 

Задаваясь различными значениями частоты ω, определяют соответствующие 

значения  U(ω)  и  V(ω)  и заносят их в таблицу 1.3. 

 

           Таблица 1.4 – Расчетные данные для построения АЧХ, ФЧХ, АФЧХ 
 

ω 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 

A(ω) 1    0.929    0.783    0.645    0.537    0.456    0.396    0.349 

φ(ω) 0 -24.092 -43.234 -57.037 -67.085 -74.745 -80.876 -85.988 

U(ω) 1    0.848    0.571    0.351    0.209    0.120    0.063    0.024 

V(ω) 0   -0.379   -0.537   -0.541 -0.494   -0.44   -0.391   -0.348 

 

                                         а)                                                                       б) 

                 A(ω)                                                                φ(ω)                                                               

                                                                

                                                 частота  ω                                                                    частота  ω                                                                      

            

                                                             jV(ω)                          в) 

                                                               

                                                                                                                U(ω)                                                   

а) -  амплитудно-частотная характеристика ;    б) фазо-частотная характеристика ; 

в) амплитудно-фазо-частотная характеристика (на АФЧХ рядом с точками отмечены частоты). 

Рисунок 1.7 – Частотные характеристики звена I-го порядка 
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2  КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №2 

 

Темы: 

- алгебраические и частотные критерии устойчивости; 

- построение областей устойчивости. 

 

Устойчивость – это способность динамической системы возвращаться в 

равновесное состояние после окончания действия возмущения, нарушившего 

это равновесие. 

Только устойчивая система является работоспособной. 

Если система описывается линейным дифференциальным уравнением, то 

ее устойчивость не зависит от величины возмущения. Устойчивость линейной 

системы определяется не характером возмущения, а структурой самой системы. 

Условия устойчивости линейных систем были определены Ляпуновым 

А.М. как следствие анализа характеристического уравнения САУ. 

ПФ любой динамической системы может быть приведена к виду: 

 

nasnansansa

mbsmbmsbmsb

sA

sB
sW






110

1
1

10

...1

...

)(

)(
)( , 

где  a  и  b – постоянные коэффициенты, которые являются вещественными 

числами и выражаются через конкретные физические параметры элементов 

системы. 

 Важнейшее условие этого выражения – условие  n ≥ m , которое вытекает 

из физических свойств звеньев реальных динамических систем. 

 

Из этого выражения можно получить дифференциальное уравнение (ДУ) 

системы в целом, как в разомкнутом, так и в замкнутом состоянии: 

ДУ свободного движения (при отсутствии всех внешних воздействий) в 

разомкнутой линейной САУ:  Aраз(s) = 0. Таким образом, приравненный нулю 

знаменатель ПФ разомкнутой линейной динамической системы является харак-

теристическим уравнением (ХУ), соответствующим дифференциальному урав-

нению разомкнутой системы.  

ДУ свободного движения в замкнутой линейной САУ:  Aраз(s)+Bраз(s) = 0  

или  Aзамк(s) = 0. Таким образом, приравненная нулю сумма полинома числи-

теля и полинома знаменателя ПФ разомкнутой системы или приравненный 

нулю полином знаменателя ПФ замкнутой системы являются ХУ, соответствую-

щим ДУ свободного движения в замкнутой системе. 

Корни ХУ систем могут быть либо вещественными, либо попарно компле-

ксно сопряженными. Решение однородного уравнения выражается через корни 

ХУ и коэффициенты перед экспонентами: 





N

n
nn
tsCt

св
y

1

)exp()(
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Условие устойчивости линейных динамических систем по А.М. Ляпунову:  

Линейная система будет устойчива, если все вещественные корни и все 

вещественные части комплексных корней ХУ, соответствующего исходному ДУ 

свободного движения системы, будут отрицательными, что дает затухающие по 

экспоненте решения. Если имеются чисто мнимые корни, то в переходном про-

цессе будут гармонические незатухающие колебания.  

Каждому отрицательному вещественному корню  αi  соответствует экспо-

ненциально затухающая во времени составляющая  усв(t)i , каждому положи-

тельному – экспоненциально расходящаяся, каждому нулевому корню соот-

ветствует  усв(t)i = const (рисунок 2.1).  

 
Рисунок 2.1 – Анализ вещественных корней ХУ 

 

Пара комплексно сопряженных корней с отрицательной вещественной 

частью определяет затухающие колебания с частотой  ωi ,  при положительной 

вещественной части – расходящиеся колебания, при нулевой – незатухающие 

колебания (рисунок 2.2).  

 
Рисунок 2.2 – Анализ комплексно-сопряженных корней ХУ 

 

Исходя из расположения на комплексной плоскости, корни с отрицательны-

ми вещественными частями называются левыми, с положительными – правыми 

(рисунок 2.3). 

 
Рисунок 2.3 – Расположение корней ХУ на комплексной плоскости 

 

Поэтому условие устойчивости линейной САУ можно сформулировать так:   

для того, чтобы система была устойчива, необходимо и достаточно, 

чтобы все корни ее характеристического уравнения (полюса ПФ системы) 

были левыми. Если хотя бы один корень правый, то система неустойчива.  
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Наличие корня на мнимой оси означает, что система находится на границе 

устойчивости. При этом возможны 2 случая: 

     - если один из корней равен 0 (корень в начале координат появляется, когда 

свободный член ХУ равен 0), а остальные левые, то система находится на гра-

нице апериодической устойчивости. Выходной сигнал в установившемся режи-

ме имеет произвольное значение. Такие системы называют нейтрально устой-

чивыми; 

     - если равны нулю вещественные части одной или нескольких пар комп-

лексно сопряженных корней (пара(ы) мнимых корней), то система находится на 

границе колебательной устойчивости. В переходном процессе будут незатуха-

ющие гармонические колебания. 

 

Исследование устойчивости САУ сводится к определению знаков вещест-

венных частей корней ХУ системы. В теории автоматического управления  раз-

работаны правила, позволяющие судить о знаках корней ХУ без его решения. 

Такие правила называются критериями устойчивости, которые разделяют на 

алгебраические и частотные. 
 

2.1  Алгебраический критерий устойчивости Гурвица 

 

Формулировка критерия Гурвица: 

Для того, чтобы система управления была устойчива, необходимо и доста-

точно, чтобы все определители Гурвица имели знаки, одинаковые со знаком 

первого коэффициента характеристического уравнения 0а  , т. е. при 0а  > 0 были 

положительными. 

Из коэффициентов характеристического уравнения                       

                      0... 1
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Отчеркивая в главном определителе Гурвица диагональные миноры, 

можно получить определители Гурвица низшего порядка. Номер определителя 

Гурвица определяется номером коэффициента по диагонали, для которого 

составляют данный определитель. 

Для систем I-го и II-го порядков необходимым и достаточным условием 

устойчивости является положительность коэффициентов характеристического 

уравнения. Для уравнений III-го, IV-го и более высоких порядков кроме 
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положительности коэффициентов необходимо соблюдение дополнительных 

неравенств. Например: 

для уравнения III-го порядка (n = 3)  03021  aaaa ; 

для уравнения IV-го порядка (n = 4)  0)( 4

2

130213  aaaaaaa . 

Если все определители Гурвица низшего порядка положительны, то сис-

тема находится на границе устойчивости, когда главный определитель равен 

нулю:     1 nnn а
 

Последнее равенство возможно в двух случаях:  

   0na  − система находится на границе апериодической устойчивости (один из 

корней характеристического уравнения равен нулю); 

   1n = 0 − система находится на границе колебательной устойчивости (два 

комплексно-сопряженных корня характеристического уравнения находятся на 

мнимой оси). 

Критерий Гурвица может использоваться для построения границ и области 

устойчивости.  

Пусть существует характеристическое уравнение используемой системы 

вида: 

                                   0... 1

1

10  



nn

nn арарара  

Тогда для определения апериодических границ устойчивости необходимо 

положить  a0 = 0  и  an = 0 , и разделить их относительно параметра, соответст-

вующего границе устойчивости. 

Для определения колебательной границы устойчивости необходимо ре-

шить определитель 01  n  и из него выделить параметр, определяющий ко-

лебательную границу и являющийся функцией одного из параметров области 

устойчивости. После чего, пользуясь правилом “штриховки”, определить об-

ласть устойчивости в плоскости заданных параметров. 
 

2.1.1  Задания 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 

 

Задание 2.1.1   

Определить на основании критерия Гурвица, устойчива ли система, если ее 

характеристическое уравнение имеет вид: 
      

Вариант 1        0435 23  ррр  

Вариант 2         0164 23  ррр  

Вариант 3         0151012 23  ррр  

Вариант 4         014126 23  ррр  

Вариант 5         0532 23  ррр  

Вариант 6         01244 23  ррр  

Вариант 7         02355 23  ррр  

Вариант 8         01238 23  ррр  
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Вариант 9         035510 23  ррр  

Вариант 10       0383 23  ррр  

Вариант 11       04262 23  ррр  

Вариант 12       0147 23  ррр  

Вариант 13       03335 23  ррр  

Вариант 14       0110615 23  ррр  

Вариант 15       02529 23  ррр  

Вариант 16       014212 23  ррр  

Вариант 17       0533 23  ррр  

Вариант 18       02446 23  ррр  

Вариант 19       03354 23  ррр  

Вариант 20       01423  ррр  

Вариант 21       08742 23  ррр  

Вариант 22       05433 23  ррр  

Вариант 23       01273 23  ррр  

Вариант 24       02325 23  ррр  

Вариант 25       0146 23  ррр  
 

Если система неустойчива, то изменить один из коэффициентов характе-

ристического уравнения так, чтобы система стала устойчивой; если система 

устойчива, то изменить один из коэффициентов характеристического уравнения 

так, чтобы система стала неустойчивой. 

Пояснить ход решения. 

   

Задание 2.1.2   

Определить границы колебательной и апериодической устойчивости 

системы по коэффициенту K, если ее характеристическое уравнение имеет вид: 

Вариант 1        0352 234  ррКрр  

Вариант 2        054 23  рКрр  

Вариант 3        0245 23  Кррр  

Вариант 4        0410 23  Кррр  

Вариант 5        0447 23  рКрр  

Вариант 6        034 23  Кррр  

Вариант 7        02432 234  Kрррр  

Вариант 8        0262 23  Kррр  

Вариант 9        0368 23  рKрр  

Вариант 10      0153 23  Кррр  
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Вариант 11      036 23  рКрр  

Вариант 12      0122 234  рKрpр  

Вариант 13         01034 234  ррКрр   

Вариант 14         01152 23  ррКр  

Вариант 15       0)4(1032 23  Кррр  

Вариант 16         015264 234  рррКр  

Вариант 17       0)3(41210 23  Кррр  

Вариант 18       01)10(43 23  рКрр  

Вариант 19         052124 234  ррКрр  

Вариант 20         015321 234  ррррК   

Вариант 21       024)6(5 23  ррKр  

Вариант 22       08)5(2 23  ррKр  

Вариант 23       034)8( 23  рррК  

Вариант 24       0)6(4108 23  Кррр  

Вариант 25       03)2(43 234  pКррр  

      

Задание 2.1.3 

         

Построить область устойчивости для разомкнутой САУ в плоскости 

параметров  T3 и  K , передаточная функция которой имеет вид  

                            
   111

)(
123 


sTsTsT

K
SW

 
, 

используя данные таблицы 2.1.  
 

                              Таблица 2.1 – Варианты заданий 

 
Вариант Т1 , с Т2 , с Вариант Т1 , с Т2 , с 

1 3 1 14 4 1 

2 1 2 15 5 3 

3 3 3 16 5 2 

4 1 4 17 4 2 

5 4 3 18 1 6 

6 2 5 19 6 3 

7 3 4 20 10 4 

8 2 3 21 4 4 

9 1 5 22 9 1 

10 5 2 23 4 5 

11 2 2 24 8 3 

12 1 2 25 5 5 

13 3 3    
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2.1.2  Примеры выполнения заданий 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3  

 

2.1.1   

1)  Определить, устойчива ли система, если ее характеристическое уравнение имеет 

вид:                                     4p
2
 + 2p + 4 = 0  . 

Решение.  Характеристическое уравнение 2-го порядка и все его коэффициенты 

положительны. Следовательно, исследуемая система устойчива. 

 

2)  Исследуемая система имеет характеристическое уравнение 3-го порядка вида:                                               

                                            5p
3
 + 2p

2
 + p + 4 = 0  ,    

где  a0 = 5 ,   a1 = 2 ,   a2  = 1 ,   a3  = 4 .    

Для устойчивости системы необходимо, чтобы все коэффициенты характерис-

тического уравнения были > 0 и определитель Δn-1 > 0 . 

Решение.  Исходное характеристическое уравнение 3-го порядка имеет все ко-

эффициенты > 0, следовательно, для оценки устойчивости системы надо определить 

знак определителя Δ2  .  

Запишем определитель Гурвица для анализируемой системы: 

                                                


















420

015

042

3     

Выделим из нее определитель Δ2  и определим его знак: 

                                      0202
15

42
2 








  

Следовательно, исходная система неустойчива. 

 

Критерий Гурвица позволяет определить коэффициенты исходного ха-

рактеристического уравнения, изменение которых сделает систему устойчивой 

или неустойчивой. 
Так, сделав, например, значение a1 > 20 , получим Δ2 > 0 и, следовательно, 

анализируемая система будет устойчивой.  

Такой же результат будет получен, если, например, в характеристическом 

уравнении положить  a0  = 1 ,  a1  > 4 .   

 

2.1.2  Пусть система имеет характеристический полином вида:                

                           a0 p
4
 + a1p

3
 + a2p

2
 + a3 p + a4 = 0  ,      

где  a0  = 1 ,   a1  = 10 ,   a2  = 3 ,   a3  = ? ,   a4  = 1 .    

Необходимо определить значение коэффициента a3 
, при котором система будет 

находиться на границе колебательной и апериодической устойчивости. 

Решение.  Запишем в общем виде определитель этой системы: 

                                                  























420

31

420

31

4

0

00

0

00

aaa

aa

aaa

aa

 

Выделим из этого определителя определитель третьего порядка Δ3 , в состав 

которого входит искомый коэффициент a3 
, и приравняем Δ3 к нулю: 
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                                           0

0

0

31

420

31

3 


















aa

aaa

aa

 

Вычислим определитель Δ3: 

   

0

)0()(
0

)1(
0

)1()1(

0

2

34

2

1321

430341321

1

204

3

40

3

3

31

42

1

2

3































aaaaaaa

aaaaaaaaa
a

aa

a

aa
a

aa

aa
a

 

Подставив в Δ3  заданные значения коэффициентов, получим:  

                                 10 
.
3a3 − 10

2 .
1 − a3

2
 
.
1 = 0       

Откуда получаем квадратное уравнение: 

                                     a3
2
 − 30a3 − 100 = 0 .         . 

Решая квадратное уравнение относительно a3 , получаем:  a3 ≈ ± 11.2 .  

Величину  a3 ≈ − 11.2
  

отбрасываем, так как наличие отрицательного коэффици-

ента  a3  в характеристическом уравнении свидетельствует о неустойчивости анализи-

руемой системы. Поэтому в качестве решения задачи принимаем  a3 = + 11.2 . 

Следовательно, при значении  a3 = 11.2  система будет находиться на границе 

колебательной устойчивости. 

 

Для этой же системы определим значение коэффициента  a3 
, при котором сис-

тема будет находиться на границе апериодической устойчивости. 

Известно, что  3  = 00

2

34

2

1321  aaaaaaa  

При выполнении условия 4a = 0   00

2

3321  aaaaa     

                                                          00

2

3321  aaaaa   

                                                         030 2

33  aa , откуда 3a = 30 

Следовательно, при значении  a3 = 30  система будет находиться на границе 

апериодической устойчивости. 

 

2.1.3  Передаточная функция статической автоматической системы регулирования в 

разомкнутом состоянии имеет вид: 

                              ,
)1)(1)(1(

)(
321 


sTsTsT

K
sW                                              (2.1)                 

где  T2 = 0.2 c ,   T3 = 0.1 c .  

Построить область устойчивости замкнутой системы в плоскости параметров 

T1  и  K. 

 

Решение.   

а)  Исходя из вида передаточной функции (2.1), характеристическое уравнение 

замкнутой системы имеет вид: 

                            0)1)(1)(1( 321  KsTsTsT       . 

Раскрыв скобки  

           01)()( 321

2

323121

3

321  KsTTTsTTTTTTsTTT  

и подставив в уравнение исходные данные, получаем 

            0)1()3.0()02.03.0(02.0 1

2

1

3

1  KsTsTsT                                        (2.2) 
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б)  Так как  должно быть  T1 ≥ 0,  то расположение  области устойчивости  отно-

сительно  T1  определено.  Полагая  an = 0, из (2.2)  запишем  K + 1 = 0. Откуда  K = −1. 

Таким образом, границы апериодической устойчивости определены.    

в)  Теперь найдем границу колебательной устойчивости. Так как (2.2) является 

уравнением 3-го порядка, то для отыскания границы колебательной устойчивости 

необходимо  разрешить определитель  Δ2  относительно T1  и  построить  функцию         

K = f(T1) (можно наоборот). 

Запишем для (2.2) определитель  Δ2  для определения границы колебательной 

устойчивости. 

       0)1(02.0)3.0)(02.03.0(
3.002.0

102.03.0
111

11

1

2 











 KTTT

TT

KT
                       (2.3) 

Разрешая (2.3) относительно K , получим: 

                                   
1

1

2

1 3.05.415

T

TT
K


   .  

г)  Строим область устойчивости в плоскости параметров  K  и  T1 , для чего 

задаемся значениями  T1 , вычисляем значения K и строим кривую K = f(T1) (рисунок 

2.4). 

 

Таблица 2.2 – Данные для построения кривой K = f(T1) 
 

T, c 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90 1.00 2.00 

K 34.65 14.95 11.25 9.84 9.18 9.00 10.00 12.60 15.43 18.33 19.80 34.65 

                                  

                                                                                
                                              

                    Рисунок 2.4 – Определение области устойчивости 

 

Для определения области устойчивости необходимо нанести штриховку. Из 

пункта  б)  следует, что штриховка на осях параметров  K  и  T1  наносится, как 

показано на рисунке: кривую  K = f( T1)  надо штриховать вниз, иначе апериодичес-

кие границы устойчивости  T1 = 0  и  K = −1 не будут таковыми.  Следовательно, 

область, ограниченная апериодическими и колебательной границами устойчивости, 

будет искомой. 
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2.2  Частотные критерии устойчивости      

    

Частотные критерии устойчивости позволяют судить об устойчивости 

систем управления по виду их частотных характеристик. 

 

Критерий Михайлова 

 

Формулировка критерия Михайлова: 

Для того, чтобы система управления была устойчива, необходимо и 

достаточно, чтобы кривая (годограф) Михайлова при изменении частоты ω от 0 

до ∞, начинаясь при ω = 0 на вещественной положительной полуоси, обходила 

только против часовой стрелки последовательно  n  квадрантов координатной 

плоскости, где  n – порядок характеристического уравнения. 

Кривая Михайлова для устойчивых систем всегда имеет плавную спира-

левидную форму, причем конец ее уходит в бесконечность в том квадранте 

координатной плоскости, номер которого равен n . Признаком неустойчивости 

системы является нарушение числа и последовательности пройденных кривой 

Михайлова квадрантов координатной плоскости. 

 

2.2.1  Задание 2.2.1.   Для передаточной функции вида 

                                              

 
13

2

2

3

1 


sTsTsT

K
sW  

построить кривую (годограф) Михайлова  D(jω)  системы в соответствии с 

данными таблицы 2.3 и определить устойчива система или нет. Пояснить ход 

решения. 

 
                                     Таблица 2.3 – Варианты заданий 
 

Вариант Т1,с Т2,с Т3,с K 

1 2 1 2 5 

2 3 4 1 4 

3 5 1 2 5 

4 6 3 1 3 

5 1 5 3 4 

6 2 2 2 2 

7 5 3 3 6 

8 6 4 2 3 

9 4 4 4 5 

10 3 8 1 2 

11 9 4 2 8 

12 3 4 8 1 

13 5 5 5 5 

14 6 3 1 2 

15 2 3 2 1 

16 1 1 2 2 

17 3 1 3 1 
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                                         Продолжение таблицы 2.3 

Вариант Т1,с Т2,с Т3,с K 

18 3 2 4 3 

19 2 1 1 2 

20 3 1 2 0.5 

21 4 1 1 1 

22 3 2 2 3 

23 1 4 0.5 4 

24 2 3 1 5 

25 5 1 2 3 

 

 
2.2.2  Пример выполнения задания 2.2.1  

 

Дана передаточная функция разомкнутой системы вида  

                                            
12

2

1 


sTsT

K
sW                                                                    (2.4) 

Построить годограф Михайлова для замкнутой системы при  Т1 = 2 с , Т2 = 3 с ,   

K = 5  и определить её устойчивость. 

 

Решение.  Запишем для (2.4) характеристическое уравнение замкнутой системы 

                                                 012

2

1  KsTsТ                                                           (2.5) 

Заменив в (2.5) s на j , получим 

                                              012

2

1  KjTТ                                                         (2.6) 

Выделим из (2.6) вещественную и мнимую составляющие: 

                                               




2

2

1

)(

1)(

TY

TKX




                                                              (2.7) 

Тогда аналитическая запись годографа Михайлова будет представлена в виде: 

                                               D(jω) =     jYX   

Для решаемого случая она будет иметь вид: 

                                               D(jω) =  2

2

11 jTТK   

Графическое построение D(jω) осуществляется поточечно в осях  X(ω) и Y(ω) на 

основании (2.7) при изменении частоты в заданных пределах (рисунок 2.5). Годограф 

Михайлова позволяет определить устойчивость системы на основании критерия 

Михайлова. 

       Для решения поставленной задачи определим  X(ω)  и  Y(ω) для нескольких 

значений частоты ω:  

 

                   Таблица 2.4 – Данные для построения годографа Михайлова 
 

   ω   0   1   2     3     4     5   ∞ 

 X    6   4       −2 −12 −26 −44 −∞ 

 Y    0   3   6     9   12   15 +∞ 
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35 12.5 10

5

6.5

18

Y w( )

X w( )  
                                

                               Рисунок 2.5 – Годограф Михайлова при n = 2 

 

Как видно из графика, кривая Михайлова начинается на вещественной поло-

жительной полуоси, при изменении частоты ω от 0 до ∞ обходит против часовой 

стрелки последовательно квадранты и конец ее уходит в бесконечность во 2-м 

квадранте, что соответствует порядку характеристического уравнения (n = 2). Сле-

довательно, рассматриваемая система устойчива. 

Аналогично можно определить устойчивость разомкнутой системы (2.4). В этом 

случае в качестве характеристического полинома надо рассматривать только 

знаменатель (2.4), т. е. 012

2

1  sTsT . 

 

Из критерия Михайлова вытекает простое правило перемежаемости (че-

редуемости) корней. Анализируя годографы Михайлова, можно заметить, что 

при последовательном прохождении кривой Михайлова квадрантов коорди-

натной плоскости вещественная и мнимая оси пересекаются ею поочередно. В 

точках пересечения кривой Михайлова с вещественной осью обращается в 0 

мнимая функция Михайлова Y(ω), а в точках пересечения кривой с мнимой 

осью обращается в 0 вещественная функция Х(ω). Поэтому значения частот, 

при которых происходит пересечение кривой с вещественной или мнимой 

осью, должны являться корнями уравнений Х(ω) = 0 и Y(ω) = 0.  

В связи с вышесказанным можно привести другую формулировку крите-

рия Михайлова: система управления будет устойчива тогда и только тогда, 

когда вещественная Х(ω) и мнимая Y(ω) функции Михайлова, приравненные 

нулю, имеют все действительные и перемежающиеся корни, причем общее 

число этих корней равно порядку характеристического уравнения n.       

Условие перемежаемости корней дает возможность легко провести ана-

литическое исследование устойчивости, не вычерчивая кривую Михайлова. 

 
Например, известно характеристическое уравнение системы: 

                 s
6
 + 6s

5
 + 15s

4
 + 20s

3
 + 15s

2
 +6s + 1 = 0 

Заменив в нем  s  на j , получим 

                (jω)
6
 + 6(jω)

5
 + 15(jω)

4
 + 20(jω)

3
 + 15(jω)

2
 + 6jω + 1 = 0 

                −ω
6
  + j6ω

5
 + 15ω

4
 − j20ω

3
 − 15ω

2
 + 6jω + 1 = 0 
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Выделим вещественную и мнимую составляющие: 

                   X  = −ω
6
  + 15ω

4
 − 15ω

2
 + 1 = 0 ; 

                   Y  = 6ω
5
 − 20ω

3
 + 6ω . 

Находим корни уравнения  Y : 

          ω(6ω
4
 − 20ω

2
 + 6) = 0 ;    ω0  = 0 ;      

         178.267.12

4,2   ;    2

2 0.36 ;   2

4 2.96 . 

Если перемежаются корни, то перемежаются и их квадраты, поэтому нахождение  
2

2  и  2

4  не обязательно. 

Проверим, чередуются ли знаки  X  при подстановке 2

2  и  2

4 : 

Х(ω2) = (−0.36)
3
 + 15

.
(0.36)

2
 − 15

.
0.36 + 1 = −2.51 ; 

Х(ω4) = (−2.96)
3
 + 15

.
(2.96)

2
 − 15

.
2.96 + 1 = 150.89 . 

Так как корни  Y  вещественны и знаки ординат  X ,  соответствующие этим  

корням, чередуются, то система устойчива. Это говорит о том, что кривая Михайлова 

последовательно проходит 6 квадрантов. Следовательно, система устойчива. 

 

 

Критерий Найквиста 
 

Формулировка критерия Найквиста: 

Если разомкнутая система автоматического управления устойчива или 

находится на границе устойчивости, то для того, чтобы замкнутая система была 

устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы амплитудно-фазовая частотная 

характеристика (АФЧХ) разомкнутой системы не охватывала точку с коорди-

натами (−1, j0) на комплексной плоскости при изменении частоты  ω  от 0 до ∞ 

и повороте вектора АФЧХ  W(ωj) по часовой стрелке . 

Если АФЧХ разомкнутой системы автоматического управления проходит 

через точку (−1, j0), то замкнутая система автоматического управления нахо-

дится на границе устойчивости, а если АФЧХ разомкнутой системы охватывает 

точку (−1, j0), то замкнутая система неустойчива. 

 

Следствие из критерия Найквиста: 

Если разомкнутая система неустойчива, то для ее устойчивости в замк-

нутом состоянии необходимо и достаточно, чтобы АФЧХ неустойчивой разом-

кнутой системы охватывала точку (−1, j0) в положительном направлении 

(против хода часовой стрелки) m/2, где m– число “правых” корней характе-

ристического уравнения разомкнутой системы. 

 

2.2.3  Задание 2.2.2.   Определить, устойчива ли замкнутая система, если 

разомкнутая система описывается дифференциальным уравнением вида  

                                ybxa
dt

dx
T

dt

xd
T

dt

xd
T п 032

2

23

3

1   , 

используя данные таблицы 2.5. Пояснить ход решения. 
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                             Таблица 2.5 – Варианты заданий 
                        

Вариант Т1, с Т2, с Т3, с аn b0 

1 1 4 2 3 4 

2 2 3 2 4 1 

3 2 5 1 1 5 

4 3 3 6 4 3.5 

5 4 5 2 1 1 

6 3 4 3 3 1 

7 5 3 4 3 1.5 

8 1 4 4 5 10 

9 2 5 2 1 6 

10 3 4 2 2 0.5 

11 5 4 3 3 2.5 

12 5 4 2 1 10 

13 4 8 3 2 3 

14 5 5 1 2 6 

15 2 6 3 6 2 

16 2 3 3 3 3 

17 1 7 3 2 9 

18 5 2 6 1 5 

19 3 4 2 3 3.5 

20 3 8 2 4 4 

21 1 2 5 3 7 

22 3 5 2 4 2.5 

23 7 3 7 2 2 

24 2 5 2 3 4 

25 3 8 3 4 3 

 

2.2.4  Пример выполнения задания 2.2.2 
 

1)  Определить, будет ли устойчивой  замкнутая АСР, если в разомкнутом 

состоянии она описывается дифференциальным уравнением вида: 

                            
ybxa

dt

dx
T

dt

xd
T

dt

xd
T п 032

2

23

3

1                                              (2.8) 

 

Решение.  Характеристическое уравнение этой системы  

                                
03

2

2

3

1  пapTpTpT                                                         

Пусть Т1 = 1 с , Т2 = 2 с , Т3 = 2 с , пa  = 1. 

Сначала надо проверить устойчивость разомкнутой системы. Так как все 

коэффициенты характеристического уравнения положительны, то устойчивость 

системы определяем по знаку определителя Δ2.                              

                                       Δ2 = 2∙2 − 1∙1 > 0 

Следовательно, разомкнутая система устойчива. 

 

Теперь проверяем выполнение условия устойчивости замкнутой системы, ис-

пользуя амплитудно-фазовую частотную характеристику (АФЧХ) разомкнутой 

системы Wрс(s) , определяемую из (2.8) 
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                                 п
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b
pW




3
2

2
3

1

0)(                      

Пусть b0 = 2. Для построения АФЧХ необходимо вывести выражения для ве-

щественной U(ω) и и мнимой V(ω) частей комплексной передаточной функции 

Wрс(jω)  разомкнутой системы  

,
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где  первое слагаемое – вещественная составляющая U(ω), второе слагаемое – мни-

мая составляющая V(ω) АФЧХ. 

Придавая в радианах значения для частоты   от 0 до  , вычисляем U(ω) и 

V(ω)  и поточечно в координатных осях U(ω) – V(ω)  строим АФЧХ разомкнутой 

системы (рисунок 2.6). 

 

Таблица 2.6 – Данные для построения АФЧХ 
 

 , с
-1 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 

U(ω) 2.000 1.840 1.354 0.535 -0.444 -1.000 -0.943 -0.685 -0.463 -0.313 

V(ω)   0 -0.784 -1.466 -1.880 -1.724 -1.000 -0.337 -0.013 0.101 0.128 

 
                                         jV(ω) 

                              
                                                    U(ω) 

                                          на АФЧХ рядом с точками отмечены значения частот 

 

                             Рисунок 2.6 – АФЧХ устойчивой разомкнутой системы  

 

Из рисунка видно, что кривая АФЧХ, начало которой лежит в точке  ω = 0, при 

изменении частоты от 0 до ∞ не охватывает точку с координатами (−1, j0). 

Следовательно, замкнутая система автоматического управления устойчива. 

 

Проверить устойчивость системы можно и аналитически, используя формули-

ровку критерия Найквиста, в которой используется критическая точка с координа-

тами (−1, j0). 

Приравняем мнимую составляющую АФЧХ нулю и вычислим значение частоты: 

−
2322

2

)2()21(

)2(2








= 0 ;    2 0)2( 2  ;     41.12   

Теперь, подставив полученное значение частоты в выражение для вещественной 

составляющей АФЧХ, рассчитаем величину U(ω), при которой кривая Найквиста 

пересекает вещественную отрицательную полуось: 
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              672.0
))41.1(41.12())41.1(21(

)41.1(42

)2()21(

)21(2
2322

2

2322

2














  ,  

 

т.е. кривая Найквиста пересекает вещественную полуось в точке с координатами 

(−0.672, j0), которая расположена правее точки (−1, j0). Это свидетельствует о том, 

что кривая не охватывает точку (−1, j0), а значит, замкнутая система устойчива.    

 

Критерий Найквиста позволяет оценить удаление АФЧХ разомкнутой 

системы от точки (−1, j0). Это удаление определяет запас устойчивости сис-

темы, который характеризуется двумя величинами: запасом устойчивости по 

амплитуде (модулю) и запасом устойчивости по фазе (рисунок 2.7).                                                             

Запас устойчивости по модулю характеризует удаление годографа АФЧХ 

разомкнутой системы от критической точки в направлении вещественной оси и 

определяется величиной отрезка оси абсцисс  h , заключенного между крити-

ческой точкой (-1, j0) и точкой пересечения АФЧХ оси абсцисс. 

Запас устойчивости по фазе характеризует удаление годографа от кри-

тической точки по дуге окружности единичного радиуса и определяется вели-

чиной угла  φ  для частоты  ωс , при которой  |W(ωс)| = 1,  находящегося между 

отрицательным направлением вещественной полуоси и лучом, проведенным из 

начала координат в точку пересечения годографа с единичной окружностью. 

 
Рисунок 2.7 – Определение запаса устойчивости по модулю и по фазе 

 
C ростом коэффициента передачи  K  разомкнутой системы  растет модуль 

каждой точки АФЧХ и при некотором значении K = Kкр , называемым критичес-

ким коэффициентом усиления, АФЧХ пройдет через критическую точку (-1, j0), 

т.е. система будет на границе устойчивости, а при  K > Kкр  замкнутая система 

станет неустойчива.  

Значения  h  и  φ  зависят от класса САУ и требований к качеству регулиро-

вания. Ориентировочно  h = 0.2 – 0.8,  φ = 30
о
 – 60

о
. 

 
В примере 2.2.2 (рисунок 2.3) запас устойчивости по модулю равен 0.328 (от-

резок на вещественной отрицательной полуоси, заключенный между точкой  (−1, j0) и 

точкой пересечения АФЧХ с этой полуосью), а по фазе – 45
0
 (угол, образованный 

вещественной отрицательной полуосью и лучом, проведенным из начала координат к 

точке пересечения АФЧХ и окружности с радиусом, равным 1). 
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2)  Определить, будет ли устойчивой  замкнутая АСР, описываемая в 

разомкнутом состоянии дифференциальным уравнением [формула (2.8)], имеющая 

следующие значения коэффициентов характеристического уравнения: 

 

                                
03

2

2

3

1  пapTpTpT                                                         

 Т1 = 3 с , Т2 = 2 с , Т3 = 1 с , пa  = 1. 

 

Так как все коэффициенты характеристического уравнения положительны, то 

устойчивость разомкнутой системы определяется по знаку определителя Δ2.                              

                                       Δ2 = 2∙1 − 3∙1 < 0 

        Следовательно, разомкнутая система неустойчива. 

 

Теперь проверяем выполнение условия устойчивости замкнутой системы, ис-

пользуя АФЧХ разомкнутой системы Wрс(s). 

                                 п

рс
apTpTpT

b
pW




3
2

2
3

1

0)(  ,   где  b0 = 2   

               

Выражения для вещественной U(ω) и и мнимой V(ω) частей комплексной 

передаточной функции Wрс(jω)  разомкнутой системы: 

  

2322

2

2322
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)2()21(

)2(2
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)3()21(

)21(2
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Таблица 2.7 – Данные для построения АФЧХ 
 
 , с

-1 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

U(ω) 2.000 2.021 2.097 2.277 2.690 3.765 6.939 0.368 -0.903 -0.608 -0.400 

V(ω) 
 
 0 -0.200 -0.401 -0.608 -0.823 -0.941 1.190 6.057 2.374 1.261 0.800 

 
                                         jV(ω) 

                              
                                                    U(ω) 

на АФЧХ рядом с точками отмечены значения частот 

 

                             Рисунок 2.8 – АФЧХ неустойчивой разомкнутой системы  

 

Из рисунка видно, что кривая АФЧХ, начало которой лежит в точке  ω = 0, при 

изменении частоты ω от 0 до ∞ не охватывает точку с координатами (−1, j0). 

Следовательно, замкнутая система автоматического управления неустойчива. 
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3  КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №3 

 

Темы: 

- показатели качества управления; 

- управляемость и наблюдаемость; 

- моделирование систем управления: структурный метод. 

 

3.1  Показатели качества управления 

 

Требования, предъявляемые к проектируемой САУ: САУ должна быть 

устойчивой и обеспечивать минимальное время регулирования  tр , интенсивное 

затухание переходного процесса, заданную динамическую (Хmax <
доп

maxХ ) и  ста-

тическую (|Δxуст| < | доп

устx |) точность. Система управления удовлетворяет требо-

ваниям к качеству, если все показатели качества не превышают заранее задан-

ных значений.  

По реакции САУ на входное воздействие в виде единичной ступенчатой 

функции можно определить основные показатели качества функционирования 

САУ непосредственно по кривой переходного процесса, которые называются 

прямыми оценками качества (рисунок 3.1): 

   - установившееся значение выходной величины  xуст = 
t

tx )(lim  ; 

   - максимальное отклонение  xmax  (на рисунке 3.1  xmax = xmax1) ; 

   - время переходного процесса  tp – наименьшее время, после которого  

     выполняется условие  |x(t) − xуст| < Δ ,  где  Δ – заданная постоянная  

     величина, значение которой задается в процентах от xуст  (в большинстве  

     случаев принимают  Δ = 5% от xуст).  

Время регулирования характеризует быстродействие системы; 

                         

                                      Рисунок 3.1 – Переходный процесс в САУ 

   - перерегулирование  σ = %100
уст

уст




x

xmax1x
 , если  x∞ ≠ 0 . 
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Допустимое перерегулирование определяется конкретными условиями 

работы и назначением САУ. Обычно σ = (1030)% (например, для систем ре-

гулирования скорости допускают  σ = 1825%), но в некоторых случаях до-

пускается и до 70% . Иногда перерегулирование недопустимо совсем (для 

систем, требующих особой точности поддержания заданного значения регу-

лируемой величины); 

   - частота колебаний  ω = 2π/Т,  где  Т – период колебаний для колебательных    

     переходных процессов; 

   - число колебаний  n  выходного сигнала за время переходного процесса. 

При проектировании САУ чаще всего допускают  n = 12, а иногда и до 

34, но в некоторых случаях колебания в системе недопустимы; 

   - время достижения первого максимума  tmax ; 

   - время нарастания переходного процесса – абсцисса первой точки  

     пересечения кривой переходной характеристики  x(t)  с уровнем   

     установившегося значения  x∞ ; 

   - декремент затухания  χ , равный отношению модулей двух смежных  

     перерегулирований: 

                                              χ = %100
уст

уст






xmax2x

xmax1x
 

При  χ > 1 – процесс регулирования затухающий, колебательный; при  χ = 1 

– незатухающий, колебательный;  при χ < 1 –  расходящийся, колебательный. 

Перерегулирование  σ, декремент затухания  χ  и число колебаний  n 

характеризуют склонность системы к колебаниям. 

 

Помимо прямых методов исследования качества САУ существуют мето-

ды, основанные на применении косвенных оценок, которые позволяют оце-

нивать качество регулирования без построения переходных процессов систе-

мы, т.е. не решая дифференциальные уравнения системы. Такие косвенные 

оценки называются критериями качества переходных процессов и при иссле-

довании качества переходных процессов играют роль, аналогичную критериям 

устойчивости.  

Существующие косвенные методы оценки качества регулирования в ли-

нейных непрерывных САУ можно разделить на 3 группы: частотные, интег-

ральные и корневые.                                                                                                                                                                                                           

При частотном методе качество системы управления оценивают по АЧХ 

замкнутой САУ путем подачи на ее вход гармонических входных воздействий.  

Например, по АЧХ можно определить такие частотные оценки как показатель 

колебательности M и частоту среза ωср  

 

A(0)

A

A(0)

A
M

рmax
)()( 

  ,      при  A(0) = 1  M = Amax(ω) 

 

где  ωр  – резонансная частота; 
       A(0)  – значение АЧХ при ω = 0. 
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Показатель колебательности M характеризует склонность системы к коле-

баниям. Чем выше М, тем больше колебательность системы, при  М < 1  пере-

ходная характеристика системы не колебательна. Считается оптимальным, если  

М = 1.1 - 1.5, при этом перерегулирование составляет σ ≈ (10 - 30)%. Существу-

ет связь между М и σ :   σ ≈ (-20 – 30)М% 

При частоте среза ωср  АЧХ системы принимает значение, равное 1, т.е. 

A(ωс) = 1. Эта частота косвенно характеризует длительность переходного про-

цесса: чем меньше ωср , тем хуже быстродействие системы. Величина ωср зависит 

от инерционности объекта – чем она больше, тем меньше ωср .  

Если переходный процесс имеет 1-2 колебания в течение времени регули-

рования tр , то время регулирования и время достижения переходной характе-

ристикой первого максимума tmax можно выразить так: 

tр ≈ (1-2)
.
2π/ωср ;        tmax ≈ 2π/ωср 

Таким образом, длительность переходной характеристики определяется 

шириной A(): чем шире АЧХ САУ, тем меньше tр . 

В случае неколебательной переходной характеристики tр ≈ π/ωср 

 
Пример определения М и ωср по АЧХ замкнутой системы управления (рисунок 

3.2): 
 

       

1.78
1

1.78


A(0)

A
M max

 ;  ωр = 0.679 рад/с ;   ωср = 0.844 рад/с  

Рисунок 3.2 – Амплитудно-частотная характеристика замкнутой системы   

 

Интегральный метод основан на вычислении определенных интегралов, 

оценивающих площадь под кривой переходного процесса, и заключается в 

определении таких значений параметров системы, которые обеспечивают 

минимум интегральной оценки, что соответствует высокому быстродействию 

САУ. Линейную интегральную оценку Iл используют для монотонных переход-

ных процессов и апериодических процессов без перерегулирования. Для коле-

бательных переходных процессов и апериодических процессов с перерегулиро-

ванием используют квадратичную интегральную оценку Iк , поскольку регули-

руемая величина меняет свой знак в переходном процессе.       

Iл = 


0

)(

t

dttx  ;     Iк = 


0

2 )(

t

dttx  
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Корневой метод или метод распределения корней дает возможность по 

значениям корней характеристического уравнения, расположенных в плос-

кости корней слева от мнимой оси, приближенно оценить время регулирова-

ния и перерегулирование. Оценка качества переходных процессов по корне-

вым критериям производится по значениям полюсов (корней знаменателя) и 

нулей (корней числителя) передаточной функции замкнутой САУ (рисунок 

3.3).  

При этом следует помнить, что переходная характеристика 

                                                h(t) = 


n

i

tip
eiC р

1

,                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

где  pi = i  ji – корни характеристического уравнения (т.е. полюсы     

                              передаточной функции), в которых 

       i – вещественная часть, определяющая затухание переходного процесса    

              (декремент затухания); 

       i – мнимая часть, определяющая частоту затухающих колебаний; 

       Ci – постоянные интегрирования, зависящие для данной системы от    

              воздействия  f, места его приложения, а также от начальных условий.                                                                            
                                                                               j 

                                                           

                                                                                                         
 

                                                                               

                                         

                                                                                                                                                                                          

                                                                              η                                  

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

                                   Рисунок 3.3 – Плоскость распределения корней 

Корневой метод основывается на отыскании по характеристическому 

уравнению n-го порядка наименьшего по абсолютному значению веществен-

ного корня или пары комплексно сопряженных корней с наименьшей вещест-

венной частью. Время затухания процесса определяется членом, содержащим  

min .  

С помощью корневого метода можно рассчитать следующие показатели 

качества: 

1) Степень устойчивости   определяется расстоянием от мнимой оси до бли-

жайшего вещественного корня (апериодическая степень устойчивости) или до 

ближайшей пары комплексно сопряженных корней (колебательная степень 

устойчивости). Таким образом, степень устойчивости  служит мерой удаления  

САУ от границы устойчивости,  т.е. характеризует  запас устойчивости САУ:                             

 = ||min . 
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Между степенью устойчивости  и временем регулирования  tр  существует 

связь. В случае, когда ближайшим к мнимой оси является вещественный 

корень, время вхождения в зону отклонения    можно определить как  

                                                    tр  (1/)ln(1/)                                                                

Если принять   = 0.05, то время переходного процесса  tр  3/  3Tmax , где 

Tmax =  1/||min – наибольшая постоянная времени звена или САУ. 

В том случае, когда ближайшей к мнимой оси является пара комплексно 

сопряженных корней, можно найти верхнюю границу времени переходного 

процесса:  tр  (1/)ln(1/).    

                                                                   

2) Степень колебательности  m  определяется как тангенс угла, образованного 

отрицательной вещественной полуосью и лучом, проведенным из начала 

координат к корню с максимальным отношением мнимой части к веществен-

ной.   

                                          m = |i/i|max = tgmax                                                                   

Чем больше отношение i/|i| , тем больше колебательность составляющей  

переходного процесса.  

Степень колебательности связана с величиной перерегулирования пере-

ходной характеристики:    exp(- /m) 
.
100% .     

                                         

3) Степень затухания   определяется как синус угла , образованного мнимой 

осью с лучом, соединяющим ближайший комплексный корень с началом коор-

динат. 

Между степенью затухания   и степенью колебательности  m существует 

определенная связь: 

                                            = 1 − exp(-2 /m) ;                                                         

                                          m = 2/ln[1/(1−)] .                                                      

При   = 0.90.98  колебания  затухают  практически  за один период. При   

 = 0  САУ находится на границе колебательной устойчивости. Чем больше   , 

тем интенсивнее затухают колебания и тем больше, следовательно, запас 

устойчивости САУ (опт = 0.750.98 , mопт = 0.2210.636).           

Корневые оценки качества пригодны только для систем, передаточные 

функции которых не имеют нулей (при нулевых начальных условиях). 

Для САУ выше 2-го порядка этими оценками можно пользоваться, если 

есть уверенность, что переходный процесс в САУ близок по форме к переход-

ному процессу в САУ 2-го порядка, иначе может быть получена существенная 

погрешность результатов. Однако и здесь качество переходного процесса будет 

тем лучше, чем больше  и меньше m ; причем чем больше  , тем выше быст-

родействие, и чем меньше m , тем меньше  . Несмотря на приблизительность 

определения корневых оценок, по ним можно судить о тенденциях изменения 

показателей качества САУ в зависимости от вида характеристического уравне-

ния, что при проектировании САУ позволяет подобрать параметры системы 

таким образом, чтобы придать ей желаемые свойства. 
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3.1.1  Задание  3.1                                                                                                                         

Пользуясь корневым методом, определить показатели качества линейной 

САУ по заданному характеристическому уравнению, коэффициенты которого 

приведены в таблице 3.1. 
 

                      Таблица 3.1 – Варианты заданий 
 

 

Варианты 
Коэффициенты 

характеристического уравнения 

a0 a1 a2 a3 

1 0.3 15.0 20 10 

2 0.5 20.0 15 5 

3 2.0 3.0 7 2 

4 0.9 5.0 25 2 

5 1.0 15.0 15 5 

6 2.0 6.0 20 9 

7 1.0 3.0 3 2 

8 2.0 5.0 3 2 

9 0.5 4.5 14 5 

10 1.0 5.0 5 3 

11 3.0 4.0 8 1 

12 1.0 2.0 5 2 

13 0.2 12.0 20 40 

14 3.0 3.0 8 1 

15 2.0 2.0 6 1 

16 0.15 30.0 40 150 

17 1.0 4.0 8 3 

18 0.75 10.0 50 5 

19 1.25 30.0 35 140 

20 0.2 4.0 25 5 

21 0.4 10.0 80 30 

22 1.3 12.0 10 15 

23 1.0 7.5 70 25 

24 0.4 30.0 30 75 

25 0.1 15.0 30 20 

 

3.1.2  Пример выполнения задания 3.1 

 

Дано характеристическое уравнение системы: 

                                     0.5p
3
 + 5.5p

2
 + 40p + 10 = 0 

Рассчитать показатели качества САУ. 
 

Решение.  Рассчитаем корни характеристического уравнения: 

             p1 = −0.259 ;       p2 = −5.37 + 6.955j  ;       pi = −5.37 − 6.955j . 
Ближайшей к мнимой оси является вещественный корень. Следовательно, 

система обладает апериодической степенью устойчивости.    

Степень устойчивости системы:   = ||min = 0.259 

При Δ= 0.05  время регулирования:  tр  (1/)ln(1/) = 3.861ln(20) = 11.583 с. 

Степень колебательности:  m = |i/i|max = tgmax = 1.295                                                                  

Перерегулирование:    exp(- /m)
.
100% = exp(-3.14/1.295)

.
100% = 8.85% 

Степень затухания:    = 1 − exp(-2 /m) = 1 – exp(-3.626) = 1 - 0.0078 = 0.9922 
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Таким образом, рассчитанные показатели качества свидетельствуют о том, что 

САУ обладает высоким быстродействием, небольшой величиной перерегулирования, 

колебания в системе затухают практически за один период. Все это говорит о 

хорошем качестве управления.  

 

 

3.2  Анализ управляемости и наблюдаемости  
 

Прежде чем выбирать подходящий метод расчета, необходимо убедиться в 

том, что задача синтеза будет разрешима. С этой целью необходимо исследо-

вать свойства объекта управления и требования, которые предъявляются к ка-

честву работы замкнутой системы. На их основе можно сформулировать жела-

емую ПФ системы и определить условия разрешимости задачи синтеза. 

Условия разрешимости задачи синтеза: 

1) Ресурсное ограничение. Поскольку для реального объекта ресурс управления 

всегда ограничен, задача синтеза будет разрешима при выполнении некоторого 

условия, учитывающего границы изменения возмущения, которое и называется 

ресурсным ограничением. 

2) Устойчивость “обратного объекта”. Это условие также предполагает 

исследование свойств объекта. Для разрешимости задачи синтеза необходимо, 

чтобы все “нули” ПФ (корни числителя ПФ) объекта располагались в левой 

полуплоскости плоскости корней. 

3) Управляемость. Объект называется управляемым, если существует ограни-

ченное управляющее воздействие u(t), с помощью которого можно перевести 

его из начального состояния  x(0)  в заданное конечное состояние  x(T)  за 

конечное время T.  

Для не полностью управляемого объекта условием разрешимости задачи 

синтеза является требование устойчивости неуправляемой части объекта. 

4) Наблюдаемость. Объект называется наблюдаемым, если в любой момент 

времени можно оценить состояние x по данным измерения выходных перемен-

ных  y(t)  и управляющих воздействий  u(t).  

Для не полностью наблюдаемого объекта условием разрешимости задачи 

синтеза является требование устойчивости ненаблюдаемой части объекта. 

 

Многомерные  линейные  нестационарные  системы  в отличие от одномер- 

ных имеют r входов и k выходов (рисунок 3.4). Они описываются уравнениями 

состояния вида 

                                      )(tx )()()()( tgtBtxtA   

с начальными условиями  00 )( xtx    и уравнениями выхода  ,)()()( txtCty   

где   х – n-мерный вектор состояния; 

        g – r-мерный вектор входных воздействий (управлений); 

        y – k-мерный вектор выхода (вектор измерений); 

        x0 – начальное состояние; 

        t – время; 
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        t0 – начальный момент времени (момент подачи входного воздействия); 

        A(t), B(t), C(t) – матрицы размера (n x n), (n x r), (k x n) соответственно. 

 
                         g1                                         x1                                                  y1 

                         g2                                         x2                                                  y2 

        

                           .                                         .                                                     . 

                           .                                         .                                                     . 

                           .                                         .                                                     . 

                         gr                                         xn                                                   yk 

 

                         вход                                 состояние                                  выход 

 

                                  Рисунок 3.4 – Многомерная линейная система 

 

Многомерную систему  можно рассматривать как совокупность  r
.
k  одно- 

мерных систем, каждая из которых связывает один из r входов с одним из k  вы-

ходов. Если  r =1 и  k=1, система является одномерной. Если матрицы A(t), B(t), 

C(t) не зависят от времени t, система называется многомерной стационарной. 

 

Дана линейная многомерная стационарная система управления, поведение 

которой описывается уравнениями состояния и выхода: 

                                    

)(tx ,)(,)()( 00 xtxtButAx   

                                 ,)()( tCxty                                                                  (3.1) 

где  u – r-мерный вектор управления, uR
r
 ; 

        t – время, t[t0 , t1] – промежуток времени функционирования системы. 

 

Система (3.1) называется вполне управляемой по состоянию, если выбо-

ром управляющего воздействия u(t) на промежутке времени [t0 , t1] можно пе-

ревести систему из любого начального состояния x(t0) в произвольное заранее 

заданное конечное состояние x(t1). 

Критерий управляемости по состоянию. Для того чтобы система была 

вполне управляемой по состоянию, необходимо и достаточно, чтобы ранг 

матрицы управляемости по состоянию  W = (B  AB  A
2
B  …..  A

n-1
B)  равнялся 

размерности вектора состояния:  rangW = n. 

Система (3.1) называется вполне управляемой по выходу, если выбором 

управляющего воздействия u(t) на промежутке времени [t0 , t1] можно пере-

вести систему из любого начального состояния x(t0) в такое конечное состоя-

ние, при котором обеспечивается заранее заданное произвольное значение 

выхода y(t1). 

Критерий управляемости по выходу. Для того чтобы система была вполне 

управляемой по выходу, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы 

управляемости по выходу  P = (CB  CAB  CA
2
B …..  CA

n-1
B)  равнялся размер-

ности вектора выхода:  rangP = k. 
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Система (3.1) называется вполне наблюдаемой, если по реакции y(t) на 

выходе системы на промежутке времени [t0 , t1] при заданном управляющем 

воздействии u(t) можно определить начальное состояние x(t0). 

Критерий наблюдаемости. Для того чтобы система была вполне наблю-

даемой, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы наблюдаемости         

Q = (C
T
  A

T
C

T
  (A

T
)

2
C

T
….. (A

T
)

n-1
C

T
 )  равнялся размерности вектора состояния: 

rangQ = n. 

 

Постановка задачи:  пусть известны матрицы A, B, C системы (3.1). Тре-

буется определить, является ли система вполне управляемой и наблюдаемой. 

Алгоритм решения задачи: 

1) В уравнениях состояния и выхода выделить матрицы A, B, C. 

2) Составить матрицу W управляемости по состоянию, матрицу P управляемос-

ти по выходу и матрицу наблюдаемости Q. 

3) Определить ранги матриц и сделать вывод об управляемости и наблюдаемос-

ти на основе соответствующего критерия. 

 
Примечание.  Если линейная стационарная система управления описывается 

соотношениями 

                                              ,)()(,)(...)( 0

)( txtytgxatxa n

n   

то, вводя обозначения   x1 = x ,   x2 = x guxх n

n   ,,....., )1( ,  их можно записать в 

эквивалентной форме: 

 

                    .0...01,

1

.

.

.

0

0

.

.

.

...

.......

.......

.......

0...100

0...010

.

.

.

2

1

1210

2

1

xyu

a
x

x

x

a

a

a

a

a

a

a

a

х

х

х

n

n

n

n

nnnn

































































































































 

                                                                                                                                         

                                                          А                                            В                                  С                          

 

3.2.1  Задание 3.2 

 

Определить, управляемость и наблюдаемость системы, заданной  

уравнениями: 
 

Вариант 1       

.

,4

,323

21

222

21211

xxy

uxx

uuxxx











           Вариант 2       

.2

,42

,535

21

1212

2121

xxy

uxxx

uuxx










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Вариант 3       

.2

,22

,5544

21

2312

21311

xxy

uxxx

uuxxx











          Вариант 4       

.

,345

,52

21

2212

2121

xxy

uxxx

uuxx











 

 

Вариант 5       

.22

,434

,35

21

2122

2211

xxy

uuxx

uxxx











                  Вариант 6       

.23

,23

,2252

21

2112

21211

xxy

uuxx

uuxxx











 

 

Вариант 7       

.3

,5483

,642

21

21212

1211

xxy

uuxxx

uxxx











          

Вариант 8       

.3

,4

,431010

21

21212

21211

xxy

uuxxx

uuxxx











 

 

Вариант 9       

.33

,5

,428

21

222

21211

xxy

uxx

uuxxx











            Вариант 10     

.42

,33

,8236

21

21212

21211

xxy

uuxxx

uuxxx











 

 

Вариант 11     

.5

,5

,44

21

2122

2211

xxy

uuxx

uxxx











                    Вариант 12     

.34

,4533

,325

21

21212

21211

xxy

uuxxx

uuxxx











 

 

Вариант 13     

.4

,2323

,55

21

21212

21211

xxy

uuxxx

uuxxx











          Вариант 14      

.22

,4

,323

21

222

21211

xxy

uxx

uuxxx











  

 

Вариант 15     

.52

,42

,535

21

1212

2121

xxy

uxxx

uuxx











                  Вариант 16     

.4

,22

,5544

21

2312

21311

xxy

uxxx

uuxxx











 

 

Вариант 17     

.33

,345

,52

21

2212

2121

xxy

uxxx

uuxx











                  Вариант 18     

.45

,434

,35

21

2122

2211

xxy

uuxx

uxxx











 

 

Вариант 19     

.2

,23

,2252

21

2112

21211

xxy

uuxx

uuxxx











          Вариант 20     

.44

,5483

,642

21

21212

1211

xxy

uuxxx

uxxx











 

      

Вариант 21     

.53

,4

,431010

21

21212

21211

xxy

uuxxx

uuxxx











      Вариант 22     

.3

,5

,428

21

222

21211

xxy

uxx

uuxxx










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Вариант 23     

.23

,33

,8236

21

21212

21211

xxy

uuxxx

uuxxx











          Вариант 24     

.25

,5

,44

21

2122

2211

xxy

uuxx

uxxx











 

 

Вариант 25     

.5

,52

,43

21

2122

221

xxy

uuxx

uxx











 

 

3.2.2  Примеры выполнения задания 3.2 

 

1)  Исследовать управляемость и наблюдаемость системы, описываемой следующими 

уравнениями:                               1x ,2x

                                                                     2x ,u       

                                                       y = x1  . 
 

Решение. В уравнениях состояния и выхода выделяются матрицы  А, В, С:                                                                           

        A =   








00

10
,   B =  









1

0
,    С =   01  ,    n = 2 ,  r = 1 ,  k = 1 . 

Составляются матрицы управляемости и наблюдаемости: 

W =  АВВ  =  








01

10
,   Р =  САВСВ  =  10 ,   Q =  TTT CAС  = 









10

01
.     

 

Из теории матриц:  

   - при перемножении матриц используются следующие правила: 































2212

2111

2

1

22

11

cbca

cbca

c

c

ba

ba
    






























22122212

21112111

22

11

22

11

dbdacbca

dbdacbca

dc

dc

ba

ba
   и т.д. ; 

   - C
T
  и  A

T
C

T
 – транспонированные матрицы, которые получаются заменой строк столбцами; 

   - для определения ранга матрицы она приводится к ступенчатой форме при помощи элементарных 

преобразований над строками матрицы (перестановка строк, умножение строк на коэффициенты, 

сложение и вычитание строк) таким образом, чтобы в ней под главной диагональю стояли нули. Ранг 

матрицы равен числу ненулевых строк в матрице, приведенной к ступенчатой форме. 

 

Определяются ранги матриц:  rangW = 2 = n,  rangP = 1 = k,  rangQ = 2 = n. 

Согласно критериям управляемости и наблюдаемости система вполне управля-

ема по состоянию и по выходу, а также вполне наблюдаема. 

 

2)  Исследовать управляемость и наблюдаемость системы, описываемой следую-

щими уравнениями:         1x ,53 21 uxx 

    

 

                                 
2x ,22 1 ux 

                                   y = x1 – x2  . 
Решение.  В уравнениях состояния и выхода выделяются матрицы  А, В, С:                                                                               

  

        A = 








02

53
,   B = 









2

1
,    С =  11  ,    n = 2 ,  r = 1 ,  k = 1 . 
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Составляются матрицы управляемости и наблюдаемости: 

     W =  АВВ  = 








22

71
,   Р =  САВСВ  =  51 ,   Q =  TTT CAС  = 













51

51
. 

Определяются ранги матриц:  rangW = 2 = n,  rangP = 1 = k,  rangQ = 1 ≠ n. 

Согласно критериям управляемости и наблюдаемости система вполне управ-

ляема по состоянию и по выходу, но не является вполне наблюдаемой. 

 

3)  Исследовать управляемость и наблюдаемость системы, описываемой следую-

щими уравнениями:

              
1x ,2 ux 

    

 

                                      
2x ,2 21 uxx 

                                        y1 = x1  ,          

                                       y2 = x1 + x2  . 

 

Решение.  В уравнениях состояния и выхода выделяются матрицы  А, В, С:  

                                                                              

        A = 








 21

10
,   B = 









1

1
,   С = 









11

01
,    n = 2 ,  r = 1 ,  k = 2 . 

 

Составляются матрицы управляемости и наблюдаемости: 

                         W =  АВВ  = 












11

11
,      Р =  САВСВ  = 







 

00

11
,                                                               

                                       Q =  TTT CAС  = 












1110

1011
. 

 

Определяются ранги матриц:  rangW = 1 ≠ n,  rangP = 1 ≠ k,  rangQ = 2 = n. 

Согласно критериям управляемости и наблюдаемости система не является 

вполне управляемой по состоянию и по выходу, но вполне наблюдаема. 

 

4) Исследовать управляемость и наблюдаемость системы, описываемой следующими 

уравнениями:                  1x ,2 ux 

    

 

                                
2x ,25 31 uxx 

 

                                
3x ,22 31 uxx 

 
                                 y = −2x1 + x2  . 

 
Решение.  В уравнениях состояния и выхода выделяются матрицы  А, В, С:   

                                                                             

        A = 
















 202

205

010

,   B = 




















1

1

1

,   С =  012 ,    n = 3 ,  r = 1 ,  k = 1 . 

Составляются матрицы управляемости и наблюдаемости: 

          W =  ВААВВ 2  = 






















1041

1371

711

,   Р =  ВСАСАВСВ 2  =  2793  ,   
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          Q =  TTTTT CACAС 2)(  = 






















820

521

1452

. 

 
Примечание.  

Пример приведения матрицы Q к ступенчатой форме для определения ее ранга: 

2-я строка умножается на 2  и складывается с 1-й строкой:  























820

410

1452

; 

3-я строка умножается на (−1/2) и складывается со 2-й строкой:  





















000

410

1452

 

Число ненулевых строк равно 2, значит ранг матрицы  Q  равен 2. 

 

Определяются ранги матриц:  rangW = 2 ≠ n,  rangP = 1 = k,  rangQ = 2 ≠ n. 

Согласно критериям управляемости и наблюдаемости система не является 

вполне управляемой по состоянию и вполне наблюдаемой, но является вполне 

управляемой по выходу. 

 

 

3.3  Моделирование систем управления: связь структурной схемы с 

дифференциальным уравнением  
 

Структурные схемы строятся с помощью элементарных типовых звеньев и 

сумматоров, описывающих преобразование сигналов. Они служат одним из 

языков описания систем управления. По структурным схемам, как правило, 

находится эквивалентная передаточная функция системы управления, а затем 

решаются различные задачи анализа САУ. 

 

Алгоритм построения структурной схемы: 

1) Все низшие производные получить как сигналы на соответствующих вы-

ходах последовательно соединенных интегрирующих звеньев. 

2) Представить входной сигнал каждого интегрирующего звена как результат 

суммирования низших производных, входных воздействий, выходных пара-

метров и параметров состояния, умноженных на соответствующие коэффи-

циенты.  

3) Начальные условия представить как постоянные во времени воздействия, 

приложенные на выходах интегрирующих звеньев. 

 

3.3.1  Задание 3.3 

 

Изобразить  структурную  схему  системы,  модель  которой  описывается  

системой дифференциальных уравнений. При выполнении задания пояснить 

порядок построения структурной схемы. 
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3.3.2  Пример выполнения задания 3.3 
 

Построить структурную схему системы, модель которой описывается дифферен- 

циальными уравнениями состояния и уравнением выхода с начальными условиями  

x1(0) , x2(0): 
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xxy
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Решение.  Проинтегрировав уравнения состояния, получим: 

                   ,)52()0()(
0

2111 dtxxxtx

t

   

                           ,)234()0()(
0

2122 dtuxxxtx

t
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                   .2 21 xxy   

 



61 

 

Схема формирования 2x  и получения  x2(t)       

                                                                              x2(0) 

     u                                        2x           x2 

                                                            

 

                                                                x2(t) 

 

                                                           x1(t) 

 

 
Схема формирования 1x  и получения  x1(t)  

                                                                                 x1(0) 

                 x2(t)                                    1x                   x1 

 

                                                                 x1(t) 

                                                                             
 

Схема получения  y  

 

                                   x2(t) 

 

                                                  x1(t)                    y 
 

 

Таким образом, структурную схему исходной системы можно представить в 

следующем виде: 

                                                                        x2(t) 
 
                                                 x2(0)                                               x1(0) 

u                                  2x

  

x2     x2                                                              1x              x1                                   y 

 
                                                x2(t)                                                 x1(t) 

 
                         x1(t) 
 

        

 

Рисунок 3.5 – Структурная схема системы, модель которой представлена в переменных 

состояния 
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