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ВВЕДЕНИЕ 

 

Методические указания содержат материалы к заданиям дис-

циплины «Программные продукты в математическом моделирова-

нии» по темам «Численное решение обыкновенных дифференци-

альных уравнений первого порядка», «Численное решение систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка» 

«Численное решение обыкновенных дифференциальных уравнений 

второго порядка. Задача Коши». Приведены решения в табличном 

процессоре Microsoft Excel и пакете компьютерной математики 

MathCad.  

 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО        

ПОРЯДКА 

 

 При изучении интегрального исчисления функций одного 

переменного ставилась задача отыскания неизвестной функции по 

ее производной. Т.е. было известно, что   )(xfхy  , где у(х) неиз-

вестная функция от х, а f(x) – заданная функция. Это простейшее 

дифференциальное уравнение. Для его решения, т.е. отыскания не-

известной функции у(х), нужно проинтегрировать данную функцию 

f(x), а именно     dxxfхy . Чаще приходится иметь дело с урав-

нениями более сложного вида: в этих уравнениях помимо производ-

ной и независимой переменной присутствует сама неизвестная 

функция у(х). Определение: дифференциальным уравнением первого 

порядка называется уравнение, связывающее неизвестную перемен-

ную, неизвестную функцию и ее производную    yxfхy , . Такие 

уравнения называют обыкновенными дифференциальными уравне-

ниями первого порядка. Многие научные и технические проблемы 

приводят к интегрированию дифференциальных уравнений. Обык-

новенными дифференциальными уравнениями можно описать зада-

чи движения системы взаимодействующих материальных точек, 

химической кинетики, электрических цепей, сопротивления мате-
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риалов и многие другие. Поэтому решение обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений занимает важное место среди прикладных 

задач физики, химии и техники. Дифференциальные уравнения, в 

которых неизвестная функция зависит от нескольких аргументов, 

называются уравнениями в частных производных. Решением 

обыкновенного дифференциального уравнения называется вся-

кая функция, обращающая уравнение в тождество при подста-

новке в него этой функции и ее производной.  

 Однако, не всегда дифференциальные уравнения допускают 

аналитическое решение, которое получили в данной задаче. 

Решением обыкновенного дифференциального уравнения явля-

ется функция. При решении конкретных задач нас будут интересо-

вать частные решения, т.е. решения, удовлетворяющие начальным 

условиям   0
0

yхy
xx



 - задача Коши. Задача Коши (задача с на-

чальными условиями) есть задача о нахождении частного решения, 

которое удовлетворяет начальным условиям. Если известно общее 

решение, то для задачи Коши постоянные, входящие в решение, на-

ходят из начальных условий. 

Метод Эйлера 

 Пусть требуется решить задачу Коши: найти решение диф-

ференциального уравнения    yxfхy ,  при начальном условии 

  0yхy   при 0xx   или   00 yxy  . При численном решении 

уравнения задача ставится так: найти в точках x0, x1, x2,…xn прибли-

жения yn точного решения y(xn). При численном решении обыкно-

венного дифференциального уравнения решением является не не-

прерывная функция, а набор дискретных значений. Разность между 

значениями аргумента х называют шагом сетки и чаще всего прини-

мают постоянным, обозначая h.  

 Метод Эйлера заключается в том, что производная y′ на ос-

новании ее определения заменяется отношением приращений 

 yxf
x

y

x

y
y

x

,lim

0














. Тогда и  00

0

0 , yxf
x

y





. Это соотно-
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шение можно записать следующим образом:  00

0

0 , yxf
xx

yy





. 

Преобразуя это соотношение, получаем    0000 , yxfxxyy  , 

т.е. получили выражение для определения значения решения диф-

ференциального уравнения в точке, соседней к начальной точке. Т.к. 

x1-x0=h, соотношение можем переписать  0001 , yxfhyy  . Это 

и есть расчетная формула метода Эйлера. Повторяя такие же рассу-

ждения для следующих точек, получаем 

 111 ,   nnnn yxfhyy .     (1) 

Геометрически это означает, что искомая интегральная кри-

вая y=y(x) заменяется прямолинейным отрезком, выходящим из на-

чальной точки с угловым коэффициентом f(x0,y0). И в качестве при-

ближения искомой интегральной кривой получаем ломаную линию 

с вершинами в точках (xn, yn), поэтому его еще иногда называют ме-

тодом ломаных. Метод Эйлера позволяет решать не только диффе-

ренциальные уравнения первого порядка, типа рассмотренного вы-

ше. Метод можно обобщить для решения систем дифференциаль-

ных уравнений первого порядка и дифференциальных уравнений 

более высокого порядка. 

Задание 1. С помощью метода Эйлера получить численное решение 

уравнения 0 yyx , удовлетворяющего условию y(1)=2 на про-

межутке изменения х[1, 2]. Решить данное уравнение аналитиче-

ски и сравнить точное и численное решения. 

Решение. Решение будем получать в отдельных точках по формуле 

Эйлера, которая для данного уравнения имеет вид: 

1

1

1










n

n

nn
x

y
hyy . Решение выполняем в Microsoft Excel. В 

столбце А записываем номер точки, в которой будет определяться 

решение. В соседнем столбце (В) записываем соответствующие зна-

чения аргумента х. В столбце С в первой строке располагаем на-

чальное значение функции у. В следующей строке столбца записы-

ваем формулу вычисления функции по методу Эйлера, Формулу ко-

пируем на диапазон значений аргумента (рис. 1). 
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 Данное уравнение имеет аналитическое решение – это урав-

нение с разделяющимися переменными. Преобразуем уравнение к 

виду 
x

y
y  . Сгруппируем члены, содержащие у в левой части 

уравнения, х – в правой части 
x

dx

y

dy
 . Проинтегрируем левую и 

правую части уравнения  
x

dx

y

dy
 и получим Cxy  lnln . 

Потенцируя, получаем 
x

С
y  . Постоянную С определяем из на-

чального условия 
1

2
С

 , то есть С=2. Для сопоставления вычислим 

точное значение решения дифференциального уравнения в тех же 

точках, в которых получили численное значение. И оценим относи-

тельную погрешность численного решения  (рис. 1, 2). 

 

 
 

Рис. 1. Сопоставление точного и численного решений (режим отображения 

чисел) 
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Рис. 2. Сопоставление точного и численного решений (режим отображения 

формул) 

 

 Представим графически оба решения (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Графики точного и численного решений  

 

 В пакете MathCAD имеется несколько функций для решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Одна из них - специ-

альная функция для решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений – odesolve (ordinary differentional equation solve). Она 

имеет три аргумента: х – аргумент искомой функции f(x), b – конец 

интервала интегрирования, n – число шагов интегрирования. Реше-

ние с использованием этой функции происходит по следующей схе-

ме:  

 Вводится слово given, указывающее на то, что далее следует 

решаемое дифференциальное уравнение и его начальные условия; 
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 Вводится решаемое дифференциальное уравнение. Для за-

писи знака производной используется комбинация клавиш Ctrl и F7. 

Возможно написание уравнения с использованием дифференциала. 

Тогда знак дифференциала выбирается с палитры Calculus. Далее 

вводится начальное условие. При записи уравнения, равно как и на-

чального условия ставится «жирный» знак равенства с палитры 

Boolean;  

 Вводится затем встроенная функция odesolve(x,b,n) c при-

своением ей уникального имени и c численными значениями b и n.  

 Задаются значения аргумента, в которых нужно узнать ре-

шение. Далее пишется имя результата работы функции 

odesolve(x,b,n) как функции аргумента, ставится знак равенства и 

пакет выводит значения в заданных точках. 

Полученное решение можно вывести в виде таблицы. Для этого 

присвоить переменной х значения, соответствующие желаемому 

диапазону изменения функции f(x), ввести имя, присвоенное функ-

ции odesolve, нажать клавишу «равно» для получения решения в ви-

де таблицы (рис. 4). Решение можно также вывести графически, что 

более наглядно. 
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Рис. 4. Решение дифференциального уравнения функцией odesolve 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 1 
 Решить задачу Коши для обыкновенного дифференциального 

уравнения первого порядка   ))(,( xyxfxy  . Найти точное и численное 

решения уравнения на заданном промежутке изменения аргумента при за-

данном начальном условии. Численное решение уравнения найти методом 

Эйлера и оценить ошибку. Решение выполнить в Microsoft Excel. Решить 

уравнение в пакете Mathcad, используя функцию odesolve.  

 В отчете привести: 

 точное (аналитическое) решение уравнения; 

 формулу Эйлера вычисления численного решения уравнения; 
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 численное решение по формуле Эйлера и значения точного реше-

ния в этих точках в Microsoft Excel; 

 графики точного и численного решений Microsoft Excel; 

 оценку максимальной погрешности численного решения; 

 описание функции решения обыкновенного дифференциального 

уравнений odesolve; 

 решение, полученное в пакете Mathcad с использованием функции 

odesolve. 

 

Номер  

варианта 

Уравнение Промежуток 

интегрирова-

ния 

Начальное 

условие 

Вариант 1 21 yy   x[0.1, 1.2] 3.0)1.0( y  

Вариант 2 

y

x
y   

x[1.5, 3] 8)5.1( y  

Вариант 3 

1




x

y
y  

x[0, 1.5] 3.1)0( y  

Вариант 4 2yyyx   x[0.3, 1.9] 5.1)3.0( y  

Вариант 5 ytgxy   x[0.8, 1.7] 5.1)8.0( y  

Вариант 6 21 yy   x[-1.4, 1.2] 7.0)4.1( y  

Вариант 7. 

x

yy
y

ln
  

x[1, 2] ey )1(  

Вариант 8. 2yyyx   x[1, 1.75] 5.0)1( y  

Вариант 9. ctgxy   
x[

2
,1.0


]  
5.0)1.0( y  

Вариант10. 
0

3

2

2









y

x

x

y
 

x[0.1, 0.8]  5)1.0( y  

 

МЕТОД РУНГЕ-КУТТА 

 Погрешность метода Эйлера велика, поэтому на практике 

чаще используется метод Рунге-Кутта. Существуют формулы Рунге-
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Кутта нескольких видов. Мы будем производить расчеты формула-

ми четвертого порядка, которые имеют вид: 

6

22 4321
1

kkkk
yy kk


    (2),  

где  kk yxfhk ,1  , 









2
,

2

1
2

k
y

h
xfhk kk

,  (3) 











2
,

2

2
3

k
y

h
xfhk kk

,  34 , kyhxfhk kk  .  

В формулах (2, 3) использованы обозначения: h – шаг изме-

нения аргумента х, f(x,y) – правая часть решаемого дифференциаль-

ного уравнения    yxfхy , . При вычислении значения функции 

в точке хk+1 (yk+1) последовательно вычисляются значения вспомога-

тельных коэффициентов k1, k2, k3, k4.  

Метод Рунге-Кутта является более трудоемким, чем метод 

Эйлера. На каждом шаге вычислительного процесса требуется че-

тырехкратное вычисление правой части дифференциального урав-

нения. Тем не менее, этот метод является самым распространенным 

методом решения обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Вычисления в Microsoft Excel выполняются с использованием прие-

ма копирования формул.  

Задание 2. С помощью метода Рунге-Кутта получить приближен-

ное решение уравнения xyy sin8.01  , удовлетворяющего 

условию y(0)=1.6 на промежутке изменения х[0,1].  

Решение. Решение в табличном процессоре Microsoft Excel. В пер-

вый столбец заносим значения аргумента х, при которых вычисляет-

ся функция у(х). В соседнем столбце второй строки около начально-

го значения аргумента х записываем заданное значение функции у 

(рис. 5). В соседних четырех столбцах производим вычисление 

вспомогательных коэффициентов k1, k2, k3, k4 по формулам (2) (рис. 

6). В следующий свободный столбец заносим значение шага изме-

нения аргумента, который входит во все формулы. 
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Рис. 5. Ввод формул для вычисления 

  

На основе вычисленных значений вспомогательных коэффи-

циентов по формуле 6 определяем значение функции в первой точ-

ке. Далее выделяем диапазон ячеек с формулами, и производим их 

копирование на диапазон изменения аргумента х (рис. 6).   

 
Рис. 6. Завершение вычисления решения методом Рунге-Кутта 
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 На рис. 7 представлен фрагмент таблицы Microsoft Excel с 

решением в режиме отображения формул. 

 Полученное решение хорошо представить графически. Это 

производится с помощью мастера диаграмм, категория – «точечная» 

на основе первых двух столбцов, содержащих значения аргумента и 

функции. Результат построения представлен на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 7. Графическое представление решения 
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Решение в пакете MathCAD 

 В пакете MathCAD кроме функции odesolve имеется функ-

ция решения обыкновенных дифференциальных уравнений и систем 

дифференциальных уравнений методом Рунге-Кутта - rkfixed. Эта 

функция работает стабильнее, чем упоминаемая выше функция 

odesolve. Она имеет пять аргументов: 

 Имя переменной с начальным условием; 

 Левый конец промежутка интегрирования; 

 Правый конец промежутка интегрирования; 

 Число точек деления промежутка интегрирования; 

 Имя функции в пакете MathCAD, где описана правая часть диф-

ференциального уравнения.  

На рис. 9 приведено решение задания с использованием функции 

rkfixed. 

 
 

Рис. 9. Решение уравнения с использованием функции rkfixed 
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Результат вычислений заносится пакетом в матрицу, где первый 

столбец – значения аргумента х, второй – значения функции при 

этих значениях аргумента.  

 Полученное решение может быть представлено графически 

средствами пакета. Для этого нужно построить график зависимости 

решения от аргумента х, т.е. показать зависимость величин, распо-

ложенных во втором столбце от значений аргумента, расположен-

ных в первом столбце. Так как отсчет в MathCAD начинается с нуля, 

нужно по оси абсцисс отложить значения нулевого столбца, по оси 

ординат – первого. 

Выделение n-го столбца матрицы M в MathCAD производится 

оператором M
<n>

. Это достигается одновременным нажатием кла-

виш M Ctrl ^ n. Решение можно показать графически, т.к. решение 

является матрицей, где в нулевом столбце – значения аргумента, в 

первом столбце – значения функции (рис. 10).  

 

 
 

Рис. 10. Графическое представление решения 

 

Это уравнение можно решить и с помощью функции 

odesolve (рис. 11). 
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Рис. 11. Решение с использованием функции odesolve 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 2 
С помощью метода Рунге-Кутта получить численное решение обыкновен-

ного дифференциального уравнения  ),( xyxfy   на промежутке изме-

нения х[a, b], удовлетворяющее условию y(a)=y0. Сравнить с решением 

уравнения методом Эйлера. Решить данное уравнение в пакетах Microsoft 

Excel и MathCAD. 

 В отчете привести: 

 формулу Рунге-Кутта вычисления решения уравнения; 

 решение по формуле Рунге-Кутта в Microsoft Excel в табличной и 

графической форме; 

 решение по формуле Эйлера в Microsoft Excel в табличной и гра-

фической форме; 

 максимальное расхождение результатов; 

 описание функции решения обыкновенного дифференциального 

уравнений методом Рунге-Кутта rkfixed; 
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 решение, полученное в пакете Mathcad с использованием функции 

rkfixed и odesolve; 

 сравнить решения. 

  

Вариант  

1 
   3252,0cos yxyxy 

 

y(0)=-0,6  

 
х[0, 

1.6]. 

Вариант  

2 
yxy  2

 
y(0)=0.42  х[0, 

1.16]. 

Вариант  

3 
11

cos
y

xy 

 

y(2.1)=2.5  х[2.1, 

3.6].  

Вариант  

4 
yxxy  344,1)4,1cos(317,0 2

 
y(0.2)=0.2

5  
х[0.2, 

1.2].  

Вариант  

5 
   223cos yxyxy 

 
y(0)=0,8  х[0, 

1.8].  

Вариант  

6 

25,1sin4,01 yxyy 
 

y(0)=0  х[0, 

1.1].  

Вариант  

7 

y
xy sin

 

y(1.7)=5.3  х[1.7, 

3.1]. 

Вариант  

8 x
x

y
y   

y(0.7)=2.3  х[0.7, 

2.1]. 

Вариант  

9 
22 x

x

y
y   

y(0.97)=1.

13  
х[0.9

7, 

2.01]. 

Вариант  

10 
  22 1sin1 yyxyxy   

y(0.3)=1.3  х[0.3, 

1.81]. 

 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ ДВУХ ДИФ-

ФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА.        

МЕТОД ЭЙЛЕРА 

 

 Системой дифференциальных уравнений называется сово-

купность уравнений, содержащих несколько неизвестных функций и 

их производные, причем в каждое из уравнений входит хотя бы одна 
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производная. Общий вид системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка имеет вид 

 

 

 






















nn
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

,....,,

,....,,

,....,,

21

212
2

211
1



     (4) 

где y1, y2, y3,….yn – неизвестные функции от независимой перемен-

ной х, подлежащие определению, а f1, f2, ……fn – известные функции 

от х, у1, у2,…yn, заданные и непрерывные в некоторой области. Число 

n называется порядком системы.  

Совокупность n функций  

     xyxyxy nn   ,, 2211 ,    (5) 

определенных в интервале (a,b), называется решением системы 

в интервале (a,b), если функции (5) обращают уравнения систе-

мы (4) в тождества, справедливые при всех значениях х из про-

межутка (a,b). 

 Задача нахождения решения системы, удовлетворяющего 

начальным условиям 

      0

00

22

0

11 ,, xxприxyyxyyxyy nn   ,           где 

     xyxyxyx n

00

2

0

10 ,,,,  заданные числа (начальные данные) на-

зывается задачей Коши. 

При нахождении численного решения системы обыкновен-

ных двух дифференциальных уравнений первого порядка, к каждо-

му из них применяют формулы Эйлера или Рунге-Кутта. Рассмот-

рим решение системы двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений первого порядка 
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 














))(),(,(
)(

))(),(,(

2

1

xzxyxf
dx

xdz

xzxyxf
dx

xdy

   (6) 

где y(x), z(x) – неизвестные функции от независимой переменной х, 

подлежащие определению, f1(x,y(x),z(x)), f2(x, y(x),z(x)) – известные 

функции, заданные и непрерывные.  

К каждому уравнению системы применяем формулу Эйлера 













),,(

),,(

21

11

nnnn

nnnn

zyxfhzz

zyxfhyy
   (7). 

Задание 3. Найти численное решение системы двух обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка  

      (8) 

при изменении аргумента на промежутке x[0,1] при начальных ус-

ловиях y(0)=0.5, z(0)=1. 

Решение. Применим формулы Эйлера (7) к каждому уравнению 

системы  

   (9) 

Решение выполним в табличном процессоре Microsoft Excel. 

В первой строчке столбцов А, В, С напишем названия величин, ко-

торые расположим в этих столбцах. В столбце А запишем значения 

аргумента с выбранным шагом (в данном примере равном 0,1). Во 

второй строчке столбцов В и С запишем заданные начальные усло-

вия. В третьей строчке столбцов В и С напишем формулы Эйлера 

для данной задачи (8). Выделим диапазон ячеек с формулами Эйле-

ра и скопируем его на диапазон ячеек с значениями аргумента (рис. 

12).  
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Рис. 12. Решение системы по формуле Эйлера в режиме отображения чисел 

 

На рис. 13 приведен фрагмент таблицы Microsoft Excel в ре-

жиме отображения формул. Представим графически полученное 

решение (рис. 14). Выделяем столбцы, содержащие значения аргу-

мента, функций y, z и строим диаграмму типа «точечная».   
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Рис. 13. Решение системы по формуле Эйлера в режиме отображения фор-

мул 

 

 
 

Рис. 14. Графическое представление решения  

 

Решение системы двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений первого порядка в пакете MathCad 

 

 Функция rkfixed, предназначенная для решения дифферен-

циального уравнения первого порядка методом Рунге-Кутта, может 

быть применена для решения системы двух обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений первого порядка. В этом случае ее аргумен-
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ты записываются в векторном виде. Пусть q – вектор, первая компо-

нента которого содержит функцию у(х) системы, вторая – функцию 

z(х) системы, то есть 









z

y
q , 










1

5.0
q  для данной задачи. Первое 

уравнение системы – первая компонента переменной, содержащей 

первое уравнение системы, второе уравнение – вторая компонента 

со вторым уравнением системы, то есть. 

 

 

  

 

Обращение к функции и решение приведено на рис. 15.   
 

 
 

Рис. 15. Решение в пакете Mathcad 

D x q( )

q
0

q
1



5 q
0

 5 q
1













  
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Надо помнить при этом, что аргумент в решении расположен 

в первом столбце матрицы решения, первая искомая функция – во 

втором, вторая – в третьем столбцах матрицы. Значит, на графике 

надо по оси абсцисс откладывать числа из нулевого столбца матри-

цы (в mathcad номер элементов считается от нуля), по оси ординат – 

значения первого и второго столбцов. Для выделения столбца в па-

кете mathcad используются угловые скобки как надстрочный сим-

вол. Чтобы их набрать, можно воспользоваться кнопкой панели 

«Матрицы».  

 Видно, что решения несколько отличаются. Это вызвано 

тем, что в разных пакетах использованы разные методы.  
 

Решение в MS Excel по методу Рунге-Кутта 

 Формулы Рунге-Кутта применяем к каждому из уравнений 

системы: 

 где , 

  

   

 где , 

   

  

 

 

 Вычисляем последовательно коэффициенты ky1, kz1, ky2, kz2, 

ky3, kz3, ky4, kz4  Решение приведено на рис. 16 – 19 
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Рис. 16. Решение системы по формуле Рунге-Кутта в режиме  

отображения формул 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 3 
Найти численное решение задачи Коши для системы обыкновенных диф-

ференциальных уравнений первого порядка 

 
    

 
 














)),(,(

,,

xzxyxg
dx

xdz

xzxyxf
dx

xdy

 на 

промежутке изменения х[0, 3], удовлетворяющее условиям y(0)=y0 и 

z(0)=z0 в Microsoft Excel методом Эйлера. Решить систему уравнений в па-

кете Mathcad, используя функцию rkfixed.  

 В отчете привести: 

 формулу Эйлера вычисления численного решения системы диффе-

ренциальных уравнений; 

 численное решение по формуле Эйлера в Microsoft Excel; 

 график численного решения в Microsoft Excel; 

 описание функции решения обыкновенного дифференциального 

уравнений rkfixed; 

 решение, полученное в пакете Mathcad с использованием функции 

rkfixed. 

  

Вариант Система y0 z0 
 

 1 

 

 













xe
dx

xdz

yx
dx

xdy

4.001.0

 

 

y0 =0 
 

z0=0.5  

 

 2 

 

 













 xe
dx

xdz

yx
dx

xdy

2.01.0

 
 

y0 =0 

 

 z0=0.1  

 

 3 

 

 













yxxz
dx

xdz

yx
dx

xdy

205.0

2
 

 

y0 =0  

 

 

 z0=1/6    
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 4 

 

 













yxz
dx

xdz

yx
dx

xdy

5.0

2
 

 

y0 =0 
 

= z01/6    

 

5 

 

 














xe
dx

xdz

yx

dx

xdy

4.002.0

5  

 

y0 =0   

 

 

z0=1/3.  

 

 

 6 
 

 













yxxz
dx

xdz

yx
dx

xdy

2

2

06.0

 

 

y0 =0   
 

z0=1/7     

 

 

 7 

 

 













yxz
dx

xdz

yx
dx

xdy

06.0

2

 

 

y0 =0   
 

z0=0.1    

 

 8 
 

 













xe
dx

xdz

yx
dx

xdy

4.0

2

03.0

 

 

y0 =0  
 

z0=0.25    

 

 9 

 

 













 xe
dx

xdz

yx
dx

xdy

3.0

2

1.0

 

 

y0 =0   
 

z0=0.1    

 

 10 

 

 













yxxz
dx

xdz

xy
dx

xdy

207.0

4
 

 

y0 =0   

 

 

z0=0.125    

 

ПАДЕНИЕ ТЕЛ 

Типичная задача механики – падение предметов у земной 

поверхности. Любой предмет считаем материальной точкой. Коор-
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дината y(t), скорость v(t), ускорение a(t) определяются как решения 

уравнений 

dt

tdy
tv

)(
)(    (9) 

dt

tdv
ta

)(
)(    (10) 

где a(t) – известно из закона Ньютона 
m

tvyF
ta

),,(
)(   (11) 

F – равнодействующая сила, m – масса 

 Подразумевается, что сила и масса – постоянные величины. 

Тогда и ускорение постоянно. Применимость такой модели ограни-

чена. Ее нельзя использовать для расчета движения тел с перемен-

ной массой и переменной силой. 

При полете ракеты ее масса уменьшается за счет выгорания 

топлива, т.е. масса является функцией времени. Ускорение тоже 

становится переменным. Уравнение становится сложнее. Если 

учесть изменение во времени силы тяги ракетного двигателя в про-

цессе запуска, то модель станет еще сложнее. При движении тел в 

атмосфере можно учитывать сопротивление среды – силу трения. 

Сила трения пропорциональна сумме слагаемых, содержаших пер-

вую и вторую степень скорости тела. Уравнение еще усложнилось. 

Решение задачи – решение системы двух дифференциальных 

уравнений первого порядка (9), (10).  

 Возможны две постановки задачи: 

 Сопротивление воздуха отсутствует 

 Имеется сопротивление воздуха 

Первый случай: отсутствует сопротивление воздуха. Это модель 

свободного падения тела. В этом случае a=g . В этом случае реше-

ние уравнений (9) и (10) имеет вид: 

2

00

0

2

1
)(

)(

gttvyty

gtvtv





,  (12) 
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где 00 , vy  начальные координата и скорость материальной точки. 

Для полного решения необходимо задать два начальных условия. 

Второй случай: сопротивление воздуха имеется. Тормозящая сила 

направлена противоположно скорости движения тела, значит, она 

направлена вверх. Значит, результирующая сила, действующая на 

материальную точку 

ddg FmgFFF   

 Сила dF  определяется эмпирически. Существуют зависимо-

сти между сопротивлением воздуха и скоростью падения. Эмпири-

чески установлено, что наблюдается пропорциональность силы со-

противления скорости точки в некоторой степени, т.е. зависимости 

типа 

2)(

)(

kvvF

kvvF

d

d




 

Коэффициент пропорциональности зависит от свойств среды 

и геометрии тела. Уравнения (7.5) и (7.6) решаем численно методом 

Эйлера. Изменение времени принимаем шагом t , т.е. решение на-

ходим в точках tnttn  0 . Скорость и координату y(tn) в этих 

точках вычисляем из соотношений: 
tvyy

tavv

nnn

nnn









1

1
. 

Задание 4. Тело массой 5 кг начинает падать с высоты Н - 

50
0


t
y  м, 0

0


t
v . Вычислить время падения тела до земли с 

учетом сопротивления воздуха пропорциональным скорости паде-

ния(k=0.0001)  и без учета сопротивления воздуха. 

Решение. Согласно второму закону Ньютона 

m

kvmg

m

Fmg

m

tvyF
ta d 





),,(

)(  
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 Закон сопротивления воздуха пропорционален скорости 

vkFd  , k=0.0001, начальные условия 0)(
0


t
tv  и 

g
m

vkmg
ta t

t



 



0

0
)( . 

Ищем численное решение: 

Зная начальные условия при t=0, ищем решение в точке ttt  01  

 (12) 

tgttatvtv  0)()()( 001    (13) 

ttvtyty  )()()( 101     (14) 

m

tvkmg
ta

)(
)( 1

1


      (15) 

Затем вычисляем решение в точке ttt  12  

Решение в Microsoft Excel: первый столбец таблицы (А) от-

водим для значений времени, в которые вычисляем скорость и вы-

соту тела, во втором столбце будем вычислять скорость тела, в 

третьем – высоту, в четвертом ускорение. В пятом и шестом столб-

цах записываем исходные данные задачи. В третьей строке записы-

ваем начальные условия задачи: отсчет времени начинается с нуля, 

начальная скорость равняется нулю, начальная высота, с которой 

падает тело 50 м, начальное ускорение равняется 9,81. В строках 

первого столбца записываем значения времени, в которых ищем 

решение задачи. Выбираем шаг изменения времени 0,1 (в примере 

взято значение 3,3). В столбце В записываем формулу (13) для вы-

числения скорости, в столбце С формулу (14) для вычисления высо-

ты, в четвертом – формулу (15) для вычисления ускорения (рис. 20).  

 Полученное решение приведено на рис. 21. 

Проанализируем полученный результат. Положение тела над 

землей (столбец С таблицы) убывает, так как тело падает с некото-

рой высоты. С какого-то момента (после падения на землю) форму-

лы дают уже отрицательное значение. Это значит, что вычисления 

уже не имеют смысла. Через примерно 3,1 сек. тело упадет на зем-

лю. Можем повторить расчет без учета времени, чтобы оценить по-
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грешность расчета без учета сопротивления воздуха. В том же вре-

менном диапазоне вычисляем скорость и положение падающего те-

ла по формулам (14). Расчет ускорения выполнять не надо, так как в 

этой модели оно постоянно. 

 

 
 

Рис. 20. Решение задачи о падении тела  
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Рис. 21. Решение задачи о падении тела в режиме отображения формул 

 

 Сравнивая результаты, можем утверждать, что учет сопро-

тивления воздуха при падении тела вносит незначительное измене-

ние в результат. Это говорит о том, что математическая модель па-

дающего тела хорошо описывает его падение, и учет сопротивления 

воздуха не вносит значительных изменений. 

Решение в пакете MathCAD. Для решения обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений применим функцию odesolve, которая при-

меняется для решения уравнений любого порядка. В связи с тем, что 

ось ординат обычно направлена вверх, а падение идет вниз в урав-

нении (15) перед второй производной (ускорением) ставится минус. 

Решения приведены на рис. 22, 23. 
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Рис. 22. Решение в MathCAD функцией odesolve 
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Рис. 23. Решение в MathCAD функцией rkfixed 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 4 
 Тело массой m начинает падать с высоты Н. Вычислить время па-

дения тела до земли с учетом сопротивления воздуха пропорциональным 

степени скорости падения 
с

d vkF  . 

Решение выполнить в табличном процессоре Microsoft Excel и па-

кете математических расчетов MathCAD. 

 В отчете привести: 

 систему дифференциальных уравнений, описывающих падение тела; 

 формулу Эйлера для вычисления численного решения системы обыкно-

венных дифференциальных уравнениий первого поряка; 

 численное решение системы уравнений по формуле Эйлера в Microsoft 

Excel;  

 график решения; 

 приближенное решение, полученное в пакете Mathcad с использованием 

функции rkfixed, odesolve. 

 

Вариант 1. m=50 кг, Н=100 м. 

k=0.03, c=1. 

Вариант 2. m=10 кг, Н=100 м. 

k=0.03, c=1. 

Вариант 3. m=25 кг, Н=100 м. 

k=0.9, c=2. 

Вариант 4. m=25 кг, Н=100 м. 

k=0.6, c=1. 

Вариант 5. m=25 кг, Н=100 м. 

k=0.3, c=1. 

Вариант 6. m=25 кг, Н=75 м. k=0.9, 

c=1. 

Вариант 7. m=25 кг, Н=100 м. 

k=0.8, c=1. 

Вариант 8. m=75 кг, Н=100 м. 

k=0.2, c=0,8. 

Вариант 9. m=10 кг, Н=200 м. k=0.4 

c=0,75. 

Вариант 10. m=25 кг, Н=75 м. 

k=0.49, c=1. 

 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО  

 ПОРЯДКА. ЗАДАЧА КОШИ 

 

 Задано дифференциальное уравнение n-го порядка 

        xyxyxyxfxy nn )1()( ,,,,       (16) 

и начальные условия 

         1
00

1

0000 ,,
 

nn yxyyxyyxy      (17).  
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Решением уравнения (16) является функция    xxy  , кото-

рая при подстановке в исходное уравнение обратит его в тожде-

ство, и будут выполнены начальные условия (17). Эта задача в 

математике называется задачей Коши. 

Рассмотрим решение обыкновенных дифференциальных 

уравнений второго порядка       xyxyxfxy  ,,  на отрезке из-

менения аргумента x[a,b] с начальными условиями y(a)=ya, 

y'(a)=y'a. Они содержат вторую производную неизвестной функции. 

Решение дифференциального уравнения второго порядка содержит 

две неизвестные постоянные, которые определяются из начальных 

условий. Уже рассматривались методы Эйлера и Рунге-Кутта реше-

ния обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

С помощью подстановки zyzy  ,  обыкновенное дифференци-

альное уравнение второго порядка 

        xyxyxyxFxyxy  ,,,,  сводится к системе двух обыкно-

венных дифференциальных уравнений первого порядка 

 










11

1

,, yyxGy

yy
.  

 Чтобы проверить точность численного решения, решим 

уравнение, имеющее точное решение. Точное решение имеют ли-

нейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоян-

ными коэффициентами, т.е. уравнения вида 021  yayay , 

где а1, а2 – постоянные величины. Общим решением уравнения яв-

ляется функция 
xkxk

eСeCxy 21

21)(  , где С1, С2 – постоянные, k1, k2 – 

корни характеристического уравнения 021

2  akak . Если 

корни равные, то решение имеет вид 
xkxk

exСeCxy 11

21)(  , если корней 

вещественных нет, т.е.  ik 2,1 , то решение имеет вид 

   xCxCexy x  sincos 21  
.  

Задание 5. Найти решение обыкновенного дифференциального ли-

нейного уравнения второго порядка с постоянными коэффициен-



40 

 

тами 03  yyy   на диапазоне изменения аргумента x  [-0.5, 

1] при начальных условиях y(-0.5)=-1, y′(-0.5)=0.5. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 0132  kk . 

Корни уравнения вычисляются по формуле 1
4

9

2

3
2,1 k . 

Корни вещественные и различные по величине, следовательно, ре-

шение уравнения имеет вид: 
xx

eCeCxy
































2

5

2

3

2

2

5

2

3

1)( . 

Для определения постоянных С1, С2 применим начальные условия 

уравнения: 
   5.0

2

5

2

3

2

5.0
2

5

2

3

11
































 eCeC             (18).  

Вычислим первую производную уравнения и подставим ее во второе 

начальное условие 

xx

eCeCxy





























































2

5

2

3

2

2

5

2

3

1
2

5

2

3

2

5

2

3
)( , следо-

вательно, 

   5.0
2

5

2

3

2

5.0
2

5

2

3

1
2

5

2

3

2

5

2

3
5.0




























































 eCeC  (19).  

Т.е. для определения постоянных нужно решить систему линейных 

алгебраических уравнений (18) и (19). Решение выполним в пакете 

MathCAD. Решение приведено на рис. 24. 

 Получим численное решение уравнения и сопоставим его с 

точным.  

Численное решение выполним с помощью формулы Эйлера. Снача-

ла сведем дифференциальное уравнение второго порядка к системе 

двух дифференциальных уравнений первого порядка  
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Рис. 24. Точное решение уравнения 

 

 










11

1

,, yyxGy

yy
, которая для данного уравнения имеет вид  

. 
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Решение приведено на рис. 25 и рис. 26. Графическое представление 

приведено на рис. 27. 

 

Рис. 25. Численное и точное решения  (режим отображения чисел) 

 

 

 

Рис. 26. Графическое сопоставление численного и точного решений 
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Сопоставим полученное точное решение с численным, вы-

численным с использованием функций odesolve (рис. 28) и rkfixed 

(рис. 29).  

 

 

Рис. 28. Решение уравнения с использованием функции odesolve 



45 

 

 
 

Рис. 29. Решение уравнения с использованием функции rkfixed 

 

 Полученные результаты совпадают. 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ 5 

Задано обыкновенное дифференциальное уравнение второго 

порядка ),,( xyyfy   с начальными условиями 0)( yay   и 

0)( yay  . Найти аналитическое (точное) решение уравнения. Най-

ти численное решение уравнения методом Эйлера на промежутке 

x[a, b]. Оценить максимальную погрешность вычисления.  

Решение выполнить в Microsoft Excel и пакете Mathcad. 
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 В отчете привести: 

 точное решение уравнения; 

 формулу Эйлера для вычисления численного решения урав-

нения второго порядка; 

 решение уравнения по формуле Эйлера в Microsoft Excel;  

 графики точного и численного решений; 

 максимальную погрешность – абсолютную и относитель-

ную; 

 описание функций решения обыкновенного дифференци-

ального уравнения odesolve и rkfixed; 

 решения, полученные в пакете Mathcad с использованием 

функций odesolve и rkfixed. 

 

ВА-

РИ-

АНТ 

 

УРАВНЕНИЕ 

НАЧАЛЬНЫЕ  

УСЛОВИЯ 

ПРОМЕЖУ-

ТОК ИН-

ТЕГРИРО-

ВАНИЯ 

1. 08.14  yyy  85,1)2( y ; 

5,1)2( y  

x[2, 2.93]. 

2. 065.2  yyy  8,0)1( y ; 

5,2)1( y  

x[1, 2.33]. 

3. 024  yyy  85,1)2( y ; 

5,1)2( y  

x[2, 3.48]. 

4. 023  yy  5,0)7.1( y ; 

5,1)7.1( y  

x[1.7, 3.45] 

5. 026.0  yyy  8,1)5.0( y ; 

5,0)5.0( y  

x[0.5, 1.61]. 

6. 08.1  yy  85,0)4.0( y ; 

5,1)4.0( y  

x[0.4, 1.8] 

7. 027.1  yy  8,1)6.0( y ; 

5,2)6.0( y  

x[0.6, 2.75]. 

8. 042.1  yy  5,0)5.1( y ; x[-1.5, 2.15]. 



47 

 

3,1)5.1( y  

9. 025.3  yyy  1)1( y  1)1( y  x[1, 2.75] 

10. 024  yyy  85,0)3.0( y ; 

1,1)3.0( y  

x[0.3, 1.58] 

 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 
1. Быкова О.Г. Информатика: Методические указания к курсовой рабо-

те / Национальный минерально-сырьевой университет «Горный». – СПб, 

2014. 49 с.  

2. Пантина И. В. Вычислительная математика [Электронный ресурс]: 

учебник / И. В. Пантина, А. В. Синчуков. - 2-е изд., перераб. и доп. - 

М.: МФПУ Синергия, 2012. - 176 с.  

3. http://znanium.com/bookread2.php?book=451160  

4. Численные методы. Практикум: учеб. пособие / А.В. Пантелеев, И.А. 

Кудрявцева. — М.: ИНФРА-М, 2017. – 512 с. – (Высшее образование: 

Бакалавриат) 

5. http://znanium.com/catalog.php?bookinfo=652316 

6. 3. Численные методы в математическом моделировании: Уч. пос./ 

Н.П. Савенкова и др. - 2 изд., исп. и доп. - М.: АРГАМАК-МЕДИА: 

ИНФРА-М, 2014. - 176 с. 

7. Макаров Е.Г. MathCAD: Учебный курс. – СПб.: Питер, 2009. 384 с. 

 

 

ОГЛАВЛЕНИЕ 
 

Введение .............................................................................................................. 3 
Численное интегрирование обыкновенных дифференциальных уравнений 

первого порядка ............................................................................................... 3 
Метод Эйлера .................................................................................................. 4 

Варианты задания 1 ............................................................................................ 9 
Метод Рунге-Кутта ....................................................................................... 10 

Варианты задания 2 .......................................................................................... 17 
Численное интегрирование системы двух дифференциальных уравнений 

первого порядка. Метод Эйлера ...................................................................... 18 
Варианты задания 3 .......................................................................................... 29 
Падение тел ....................................................................................................... 30 
Варианты задания 4 .......................................................................................... 38 

http://znanium.com/catalog.php?bookinfo=652316


48 

 

Численное интегрирование обыкновенных дифференциальных уравнений 

второго порядка. Задача Коши ........................................................................ 38 
Варианты задания 5 .......................................................................................... 45 
Библиографический список ............................................................................. 47 
 

 

 

 


