
ТЕМА 14. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Задача 1. Изменить порядок интегрирования 
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Задача 2. Вычислить двойной интеграл 

1. 
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ТЕМА 14. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Задача 1. 

Изменить порядок интегрирования 
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Решение. 

Сначала решим задачу определения области интегрирования. Для этого используем 

известное правило сведения двойного интеграла к повторному для областей, 

изображенных на рис.1 и рис. 2. 

 
Рис. 1. Область интегрирования первого типа 
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Рис. 2. Область интегрирования второго типа 
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Первое слагаемое в задаче соответствует случаю изображенному на рис.1, а второе – 

на рис.2. Таким образом, сопоставляя 1-ое слагаемое с формулой (1) получаем следующие 

уравнения границ области 1D : 

0а , 1b , 0)(1  xfy , xxfy  )(2 . (3) 

Строим графики полученных уравнений и в результате получаем искомую область 

1D  для первого из интегралов. Она представлена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Вид области интегрирования 1D  

Второе слагаемое также соответствует случаю, изображенному на рис.1. Сопоставим 

его с формулой (1) получаем следующие уравнения границ области 1D : 

1a , 2b , 0)(1 xy , xxy  2)(2 . (4) 

Строим графики полученных уравнений и в результате получаем искомую область 

2D  для второго из интегралов задания. Она представлена на рис. 4. 

 
Рис. 4. Вид области интегрирования 2D  

Изобразив обе области интегрирования 1D  и 2D  на одном рисунке, получаем всю 

область интегрирования в виде, представленном на рис. 5. 



 
Рис. 5. Вид области интегрирования 2D  

Найдем функцию, обратную последний из функций (3). Для этого обе части 

уравнения возведем в квадрат: 
2yx  . 

Найдем функцию, обратную последний из функций (4). После очевидных 

преобразований получим: 
22 yx  . 

Таким образом, сумма интегралов является следующим интегралом: 


D

dxdyyxf ),( , где область 21 DDD  - представлена на рис. 5. 

Сведем теперь полученный интеграл к повторному с применением второй схемы, 

описываемой формулой (2) и иллюстрированной рис. 2 

 




2

2

21

2

),(

y

yD

dxyxfdyfdxdy . 

Ответ: 




22

2

1

2

2

0

2

10

1

0

),(),(),(
y

y

xx

dxyxfdydyyxfdxdyyxfdx . 

Задача 2. 

Вычислить:   
D

dxdyyxxy 559 ; 1: xD , 3 xy  , 2xy  . 

Решение. 

В декартовой системе координат построим графики границ области интегрирования 

D . Результаты построения представлены на рис. 1. Эти действия позволяют определить 

саму область D . 

 



 
Рис. 1. Область интегрирования D  

Применим схему 1 вычисления интеграла, описанную в предыдущей задаче: 
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