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ВВЕДЕНИЕ 

Данное учебное пособие написано для бакалавров заочного 
отделения инженерных и экономических направлений и 
представляет собой первую часть дисциплины «Математика», 
которая изучается на первом курсе. Пособие содержит краткий 
теоретический материал, необходимый для решения стандартных 
задач, методы и подробный разбор решения таких задач, а также 
четыре контрольные работы, которые необходимо выполнить на 
первом курсе. 

Объем материала пособия соответствует ФГОС третьего 
поколения, его содержание обусловлено учебными планами 
изучения математических дисциплин в вузах РФ, а глубина 
изложения – уровню требований к математической подготовке 
студентов российских университетов. 

Учебное пособие включает в себя пять частей дисциплины 
«Математика». В конце каждой части размещены контрольные 
работы. 

В конце пособия указан список используемой и 
рекомендуемой литературы, имеющейся в библиотеке СПбГМТУ 
или доступной в сети Интернет. Авторы надеются, что работа 
будет полезной обучающимся на заочном отделении при 
подготовке к экзамену, а также преподавателям, ведущим занятия 
на заочном отделеним. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ К УЧЕБНОМУ ПОСОБИЮ 

Пособие представляет собой первую часть курса 
«Математика», изучаемую на первом курсе заочного отделения. 
Оно включает в себя такие пять разделов дисциплины: 

1. Линейная алгебра. 
2. Векторная алгебра и аналитическая геометрия. 
3. Линейные преобразования в линейном векторном 

пространстве. 
4. Теория пределов. 
5. Дифференциальное исчисление функций одной и 

нескольких переменных. 
В конце каждого раздела размещены задания к четырем 

контрольным работам. Решение каждого контрольного задания 
подробно разобрано, а вариант контрольного задания следует 
выбирать по последней цифре номера зачетной книжки. 

Решения задач, аналогичным задачам контрольных работ, 
разобраны в каждой части пособия и в силу этого не должны 
вызвать затруднений у обучающихся. 

Третья часть пособия – «Линейные преобразования в 
линейном векторном пространстве» адресована бакалаврам 
экономических направлений. Поэтому обучающиеся по 
инженерным направлениям могут изучать ее на уровне 
ознакомления. 
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1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

В учебном курсе «Линейная алгебра» изучаются методы 
решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), 
т.е. систем m  линейных алгебраических уравнений с n  
неизвестными, которые записываются в виде: 
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 (1.1) 

где через jia  обозначен коэффициент i  – го уравнения 

системы при неизвестном jx  для всех mi ...,,2,1  и 

nj ...,,2,1 ; nxxx ,...,, 21  – неизвестные; числа mbbb ,...,, 21  – 

правые части системы. 

При решении систем проводятся действия с коэффициентами 

jia  и правыми частями mbbb ,...,, 21 . Поэтому мы будем 

проводить операции с таблицей коэффициентов при неизвестных, 
которую будем называть матрицей системы и обозначать ее в 
виде: 
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Если nm  , то матрица является квадратной и соответствует 
системе n  линейных алгебраических уравнений с n  
неизвестными, которую называют линейной системой n  – го 
порядка. 

Неизвестные и правые части системы будем записывать в 
виде столбцов вида: 
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Решить систему (1.1.) – значит найти упорядоченный набор 
неизвестных nxxx ,...,, 21  или столбец неизвестных X . 

Напомним то, что известно из школьного курса элементарной 
математики: 

– СЛАУ может иметь одно решение, т.е. существует 
единственный набор nxxx ,...,, 21 , обращающий каждое 

уравнение системы в верное равенство; 
– СЛАУ может вообще не иметь решений; 
– СЛАУ может иметь бесконечно много решений. 
Далее введем по определению операции, которые проводятся 

с матрицами, смысл и назначение которых будет понятны чуть 
позже. 

1.1. Матрицы и определители 

Матрицы. Действия с матрицами 
Матрицей называется прямоугольная таблица чисел. Если 

она содержит m  строк и n  столбцов, то матрица называется 
матрицей размерности nm  . Матрицы записывают в виде: 
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обозначая через jia  ее элемент, находящийся в i  – й строке и в 

j  – том столбце. Если это важно, то размерность матрицы 

указывают в ее названии: nmA  . 
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Если у матрицы число строк равно числу столбцов, то есть 
nm  , то она называется квадратной матрицей n  – го порядка. 

Те элементы jia ,  квадратной матрицы A , для которых ji   

называются диагональными, а ряд, на котором они находятся, 
главной диагональю. Элементы nnn aaa 12,11 ,...,,   образуют так 

называемую вспомогательную диагональ матрицы (рис. 1.1). 

 
Рис. 1.1. Главная и вспомогательная диагонали матрицы 

Виды квадратных матриц 
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Транспонирование матриц 

Операция замены каждой i  – й строки матрицы A  ее i  – м 
столбцом называется транспонированием. Транспонированная к 

матрице A  матрица обозначается TA . 
Из определения следует, что транспонированная к матрице 
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матрица имеет вид: 
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Сложение матриц 

Суммой матриц nmA   и nmB   называется матрица nmC  , 

элементы которой вычисляются по формуле: 

ijijij bac  , mi ...,,2,1  и nj ...,,2,1 .(1.4) 

Для суммы матриц используют обозначение: CBA  . 

Умножение матрицы на число 

Произведением матрицы nmA   на вещественное число   

называется матрица nmC  , элементы которой вычисляются по 

формуле: 

ijij ac  , mi ...,,2,1  и nj ...,,2,1 .(1.5) 

Для произведения матрицы на число используют обозначение: 
CA  . 
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Задача 1.1 

Вычислите линейную комбинацию TBA2  матриц 
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Решение 

На основании сформулированных операций (1.4) – (1.5) с 
матрицами запишем: 
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Умножение матриц 

Произведением матрицы lmA   на матрицу nlB   называется 

матрица nmC  , элементы которой вычисляются по формуле: 

   ljiljijiji

l

k
kjikij ba....babababac  


332211

1
,   (1.6) 

при mi ...,,2,1  и nj ...,,2,1 . 

Для произведения матриц используют обозначение: CBA  . 

ЗАМЕЧАНИЕ 1 

Из определения умножения матриц следует, что элемент ijc   
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в матрице C   является суммой произведений соответствующих 

элементов i  – й строки матрицы A  и j  – го столбца матрицы 

B . На рисунке 2 схематично показано получение элемента 11c  в 

произведении матриц. 
































 
Рис. 1.2. Правило умножения матриц 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 

Произведение матриц определено только в том случае, когда 
число столбцов первого сомножителя равно числу строк второго. 
Произведение матриц содержит столько строк, сколько имеет 
первый сомножитель, и столько столбцов, сколько имеет второй 
сомножитель. 

Задача 1.2 

Найдите произведение матриц в том порядке, в котором оно 

определено 
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Решение 

Для заданных матриц определено только произведение BA  . 
По формуле (1.6): 
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ЗАМЕЧАНИЕ 3 

В общем случае ABBA  . Матрицы, для которых 

выполняется условие ABBA  , называются 
коммутативными. 

Определители 2–го и 3–го порядка 
Каждой квадратной матрице A можно поставить в 

соответствие число, которое называется ее определителем и 

обозначается A  или detA. 

Определитель второго порядка 

Для матрицы второго порядка 
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A  определитель 

(определитель второго порядка) определяется по правилу: 
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 AA det 12212211 aaaa 

 
Рис. 1.3. Правило вычисления определителя второго порядка 

Определитель третьего порядка 

Определитель квадратной матрицы третьего порядка 

(определитель третьего порядка) 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

вычисляется через ее элементы по следующей формуле: 

 322113312312332211

333231

232221

131211

det aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

AA

122133112332132231 aaaaaaaaa  . 



 
 

12

Схематично правило вычисления определителя третьего порядка 
показано на рис. 1.4, из которого ясно, что: 

– за знаком определителя следует еще раз записать первый и 
второй его столбцы; 

– после этого нужно провести главную диагональ матрицы и 
две прямые параллельные ей так, чтобы каждая прошла через три 
элемента; 

– элементы, попавшие на эти прямые, следует перемножить и 
полученные произведения сложить; 

– затем провести вспомогательную диагональ матрицы и две 
прямые параллельные ей так, чтобы каждая прошла через три 
элемента; 

– элементы, попавшие на эти прямые, следует перемножить и 
полученные произведения вычесть из предыдущего результата. 
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Рис. 1.4. Правило вычисления определителя третьего порядка 

Задача 1.3 

Вычислить определитель 
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Решение 

Вычислим определитель, используя правило на рис. 1.4: 
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С помощью определителей решают линейные системы 2 – го, 
3 – го и более высокого порядка по формулам Крамера. Для 
систем порядка выше три  4n  определитель вычисляется с 

использованием свойств определителей. 

Основные свойства определителей 
1. Определитель не меняется при транспонировании матрицы. 
2. Если в определителе поменять местами две строки 

(столбца), то определитель поменяет знак. 
3. Определитель с двумя пропорциональными (равными) 

строками (столбцами) равен нулю. 
4. Если в определители строка (столбец) состоит из нулей, то 

определитель равен нулю. 
5. Общий множитель у элементов какой-либо строки 

(столбца) можно вынести за знак определителя. 
6.Определитель не изменится, если ко всем элементам одной 

строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой 
строки (столбца), умноженные на одно и то же число. 

7. Определитель диагональной и треугольной (верхней и 
нижней) матриц равен произведению диагональных элементов. 

8. Определитель произведения квадратных матриц равен 
произведению их определителей. 

Минором элемента ija  в определителе называется 

определитель, который получится из данного вычеркиванием i  – 
ой строки и j  – ого столбца. Для минора используют 

обозначение ij . 

Например, в определителе 

422

513

113





 минором для 

элемента 12a  будет число: 624
42

11
12 




 . 
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Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  в 

определителе называется число, которое вычисляется по правилу: 

  ijA ji
ij  1 , где ij  – соответствующий минор. 

Например, в определителе 

422

513

113





 алгебраическим 

дополнением для элемента 12a  будет число: 

        661
42

11
11 1212

21
12

12 



 A . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

При выборе знака перед минором в алгебраическом дополнении 
для определителя 3 – го порядка следует руководствоваться 

следующим правилом: 





. 

Теорема разложения 

Определитель равен сумме произведений элементов какой-
либо строки (столбца) на их алгебраические дополнения, т.е. 

131312121111

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

A  ,  

или  

313121211111

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

A  , и.т.д. 

Теорема разложения позволяет вычислять определитель 
любого порядка. Особенно удобно пользоваться ею, если 
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предварительно преобразовать определитель так, чтобы в какой-
то строке или столбце все элементы, кроме одного, равнялись 
нулю. Такой определитель будет равен ненулевому элементу этой 
строки или столбца, умноженному на его алгебраическое 
дополнение. Например, в определителе на рис. 1.5 в первом 
столбце единица с двумя нулями. На основании теоремы 
разложения, примененной к первому столбцу, определитель 
равен алгебраическому дополнению единицы, т.е. в данном 
случае можно понизить порядок определителя, вычеркиванием 
строки и столбца, в которых находится единица, с учетом знака в 
алгебраическом дополнении (рис. 1.5). 

182364
63

24

630

240

731











 
Рис. 1.5. Понижение порядка определителя 

ЗАМЕЧАНИЕ 1 

В дальнейшем определитель третьего и более высокого порядка 
будем вычислять по теореме разложения, приводя его 
предварительно к виду на рис. 1.5. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 

Единицу с нулями можно получать в любом столбце или строке 
определителя. При этом следует не забывать знак в 
алгебраическом дополнении, т.е.  

  23242
42

32







 
Задача 1.4 

Вычислите определитель 

6343

4231

3112

2121
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Решение 

Прибавим ко второй строке первую, умноженную на (–2), к 
третьей – первую, а к четвертой – первую строку, умноженную на 
(–3). После этого все элементы первого столбца, кроме первого 
элемента, будут равны нулю. Применяя теорему разложения к 
этому столбцу, понизим порядок определителя. 

 
Применяя теорему разложения к последней строке полученного 
определителя третьего порядка, получим: 

  15031810
63

13
10

0010

631

135











. 

Обратная матрица 

Определение 1 

Квадратная матрица называется невырожденной, если ее 
определитель отличен от нуля. 

Определение 2 

Пусть A  – квадратная невырожденная матрица n  – ого 

порядка. Обратной матрицей 1A  для нее называется матрица, 
для которой справедливо: 

 EAAAA   11 , (1.7) 
где E  – единичная матрица. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 

Матрицы A  и 
1A  – коммутативны. 

Теорема  

Если A  – квадратная невырожденная матрица n  – ого 

порядка, то для нее определена обратная матрица 1A , которая 
вычисляется по формуле: 

                                TC
A

A  11 ,                                 (1.8) 

где A  – определитель матрицы A, а C  – союзная матрица, 

которая получается из матрицы A заменой всех ее элементов на 
их алгебраические дополнения. 

Задача 1.5 

Найти матрицу, обратную к матрице 














 


313

212

322

A . 

Решение 

1. Вычислим определитель матрицы. 

 
2. Вычислим алгебраические дополнения для элементов 

матрицы A , составим союзную матрицу и транспонируем ее. 

1
31

21
11 A ,    0

33

22
12 A ,    1

13

12
13 A , 
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3
31

32
21 


A ,    3

33

32
22 


A , 

4
13

22
23 


A , 

1
21

32
31 


A ,    2

22

32
32 


A , 

2
12

22
33 


A . 






















221

433

101

C ,           





















241

230

131
TC . 

3. Выпишем обратную матрицу в соответствии с формулой 
(1.8) 












































241

230

131

241

230

131

1

11A  

и сделаем проверку 





















































 
 

100

010

001

241

230

131

313

212

322
1AA . 

1.2. Системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) 

Основными методами решения СЛАУ являются: метод 
Крамера, матричный метод и метод Гаусса. Первые два метода 
применимы только для систем с квадратной невырожденной 
матрицей. Методом Гаусса можно решать любую СЛАУ. 
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Формулы Крамера 

Если определитель   СЛАУ n  уравнений с n  неизвестными 
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

,bxaxaxa







2211

,22222121

11212111

 

отличен от нуля, то система имеет единственное решение, 
которое может быть найдено по формулам 




 1
1x ,    




 2
2x ,…,




 n
nx , (1.9) 

в которых: 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

  – определитель системы, 

j  – вспомогательные определители, которые получаются из 

определителя   заменой j – го столбца из коэффициентов при 
неизвестном jx  столбцом правых частей системы, т.е. 

nnjnnjnnn

njj

njj

j

aabaaa

aabaaa

aabaaa

......

........................

......

......

1,1,21

21,221,22221

11,111,11211







 ,  (1.10) 

nj ,...,2,1 . 

Эти формулы называются формулами Крамера. 

Задача 1.6 a 

Решите СЛАУ, используя формулы Крамера. 
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.023

,22

3

321

321

321

xxx

xxx

,xxx

 

Решение 

Определитель системы 

   
7512

45

13

450

130

11132

123

112

111










 
отличен от нуля. Поэтому справедливы формулы Крамера (1.9). 
Вычислим вспомогательные определители: 

7

120

112

113

1  ,     7

103

122

131

2 


 , 

7

023

212

311

3 


 , 

и, используя формулы Крамера, выпишем ответ: 

1
7

7
1 



x ,     1
7

7
2 



x ,     1
7

7
3 



x . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Чтобы выяснить правильность полученного ответа, можно сделать 
проверку, подставив найденные значения неизвестных в заданную 
систему. 

Матричный метод 
Систему n  линейных алгебраических уравнений с n  

неизвестными можно записать в виде матричного уравнения 
вида: 

                               BXA  ,                               (1.11) 
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в котором 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

 – матрица системы, 























nx

x

x

X
...

2

1

 – столбец неизвестных, 























nb

b

b

B
...

2

1

 – столбец правых 

частей системы. 

Если матрица A  невырожденная, то существует обратная 

матрица 1A . Формулу решения матричного уравнения (1.11) 
можно получить, используя определение обратной матрицы (1.7) 
и свойство единичной матрицы. Единичная матрица играет в 
теории матриц роль единицы. Легко проверить, что если 
определено произведение XE   или EX  , то: 

                    XXE   или XEX  .                    (1.12) 
Умножая обе части матричного уравнения (1.11) на обратную 

матрицу 1A  слева (ставя 1A  первым сомножителем), получим: 

BAXAA
E

11   ,  или BAXE
X

1 , 

или 

 BAX 1 . (1.13) 
Формула (1.13) показывает, что для того, чтобы найти 

решения системы или, что то же самое, найти столбец 
неизвестных X , следует найти матрицу, обратную к матрице 
системы и умножить ее на столбец правых частей. 

Задача 1.6.b 

Решите матричным методом СЛАУ, убедившись 
предварительно, что матричный метод можно использовать. 
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Решение 

Выпишем матрицу системы 



















411

123

211

A , столбец 

неизвестных 

















3

2

1

x

x

x

X  и столбец правых частей 

















4

2

2

B   

1. Определитель матрицы A  равен: 
 3

60

51 

 
Следовательно, можно использовать матричный метод. 
2. В соответствии с формулой (1.8) найдем обратную к A  

матрицу, выписав предварительно союзную матрицу: 
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1139

23

11

13

21

12

21
11

11

41

21

41

21
11

23

41

13

41

12

C  

и транспонируя ее: 
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5613

369
TC . 
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Составим обратную матрицу по формуле (1.8): 























101

5613

369

6

11A . 

3. Теперь можно получить решение системы по формуле 
(1.13): 
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2
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369

6

1
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1

1

1

6

6

6

6

1

402

201226

121218

6

1
. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Иногда требуется решить матричное уравнение вида: BAX  . 
Если A  – квадратная невырожденная матрица, то решение этого 

уравнения имеет вид: 
1 ABX . 

Например, решением матричное уравнение BAX  , где 














43

32
A , 











22

41
B  является матрица 22X , которая 

определяется по формуле: 1 ABX . 

Поскольку 198
43

32





A , 
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34
C , 
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34

23

341A , 

то 
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23

34

22

41
X . 
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Убедиться, что матрица X  найдена верно, можно, сделав 
проверку, т.е. подставляя X  в  уравнение BAX  . 

BAX 

































22

41

43

32

22

1116
. 

Метод Гаусса 
Методом Гаусса можно решать любую систему m  линейных 

алгебраических уравнений с n  неизвестными 
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,

,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







 

При использовании метода Гаусса проводят операции с так 
называемой расширенной матрицей системы, т.е. с матрицей 
системы, к которой присоединен столбец правых частей системы  
(рис. 1.6). 

 
Рис. 1.6. Вид расширенной матрицы системы 

Чтобы отметить «особость» последнего столбца в 
расширенной матрице, его отделяют вертикальной чертой, а над 
каждым столбцом матрицы коэффициентов надписывают, какому 
неизвестному он соответствует. 

По сути, расширенная матрица представляет собой краткую 
запись системы. Поскольку в системе можно проводить 
равносильные преобразования, т.е. преобразования, не меняющие 
множества ее решений, то соответствующие преобразования 
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(элементарные преобразования) можно проводить и в 
расширенной матрице системы. 

Элементарными преобразованиями в расширенной матрице 
системы называются преобразования, не меняющие множества ее 
решений. К элементарным преобразованиям относятся: 

1) перемена местами строк матрицы; 
2) умножение (деление) строки на число, отличное от нуля; 
4) прибавление к элементам одной строки соответствующих 

элементов другой строки, умноженных на одно и то же число; 
5) вычеркивание одной из двух пропорциональных (равных) 

строк; 
6) вычеркивание нулевой строки; 
7) перемена местами столбцов, кроме последнего за чертой с 

запоминанием, какому неизвестному соответствует каждый 
столбец. 

Принято знак элементарных преобразований обозначать: ~. 
Целью метода Гаусса является приведение элементарными 

преобразованиями расширенной матрицы системы к такому виду, 
чтобы в первых ее k   nk   столбцах сформировалась 

единичная матрица. При этом возможны следующие случаи. 
1. Расширенная матрица приведена к виду, показанному на 

рис. 1.7. Из вида системы, которой соответствует полученная 
расширенная матрица, ясно, что в данном случае система имеет 
единственное решение 

nnxxxx  ,.......,,, 332211 . 
























n1000

...............

0...10

0...01

2

1

1x 2x nx















nnx

x

x

.........
22

11

~

 
Рис. 1.7. Расширенная матрица и соответствующая СЛАУ в случае 

единственного решения 
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Из рисунка ясно, что в этом случае матрица системы A  
являлась квадратной, т.е. размерности nn , или стала 
квадратной после вычеркивания получившихся в результате 
элементарных преобразований нулевых строк. 

2. Расширенная матрица приведена к виду, показанному на 
рис. 1.8, т.е. в одной из строк все элементы получились равными 
нулю, а справа от черты число, не равное нулю. Из вида системы, 
которой соответствует полученная расширенная матрица, ясно, 
что в данном случае система не имеет решений. 

1x 2x x nx


















































0,0

..........~

00...00

01...00

..................

00...10

00...01

11

22

11

1

2

1

mm

mn

m

m x

x

x
1n

 
Рис. 1.8. Расширенная матрица и соответствующая СЛАУ в случае 

отсутствия решений 

3. Расширенная матрица приведена к виду, показанному на 
рис. 1.9, т.е. число строк меньше числа столбцов (на рисунке 
число строк 2 nm ). Это могло быть в первоначальной 
расширенной матрице или получилось в результате вычеркнутых 
нулевых строк. 

 
Рис. 1.9. Расширенная матрица в случае бесконечного 

множества решений 
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В данном случае можно получить единичную матрицу только 
в k  первых столбцах ( 2 nk ).  

Из вида системы, которой соответствует полученная 
расширенная матрица 























nnnnnn

nn

nn

xcxcx

xcaxcx

xcxсx

2,211,222

2212122

1211111

,

,


 

ясно, что в данном случае система имеет бесконечно много 
решений. При этом в примере на рис. 1.9 формула всего 
бесконечного множества решений дает выражение неизвестных 

221 ,...,, nxxx  (мы будем называть их базисными) через 

неизвестные nn xx ,1 , которые называются свободным и могут 

принимать любые вещественные значения. 

Задача 1.6.c 

Решите систему методом Гаусса 













423

842

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение 

Выпишем расширенную матрицу системы 

 
В данном случае в ее левом верхнем углу единица. Если это 

не так, то единицу в верхнем левом углу нужно сначала 
получить, меняя местами строки или столбцы. Иногда единицу 
приходится получать, складывая или вычитая строки 
расширенной матрицы. Решение системы осуществляется за три 
шага. 
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1 шаг – формирование первого столбца. 
Первую строку, умноженную на (2), прибавим ко второй 

строке, первую строку, умноженную на (–3) и прибавим к третьей 
строке расширенной матрицы. После этого все элементы первого 
столбца матрицы, кроме первого окажутся равными нулю. 

 
2 шаг – формирование второго столбца. 
Диагональный элемент второго столбца расширенной 

матрицы равен единице. Если это не так, то единицу нужно 
получить, меняя местами второй и третий столбец или вторую и 
третью строки. Если нужной единицы нет, то вторую строку 
нужно разделить на некоторое число так, чтобы ее элемент во 
втором столбце стал равным единице. В данном случае вторую 
строку, умноженную на (–1), прибавим к первой строке, а также 
вторую строку прибавим к третьей строке. После этого все 
элементы второго столбца матрицы, кроме диагонального 
элемента, окажутся равными нулю. 

















 14410

20610

6111
1x 2x 3x
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3 шаг – формирование третьего столбца. 
Третью строку разделим на 2, чтобы ее диагональный элемент 

равнялся единице. После этого третью строку, умноженную на (–
6), прибавим ко второй и третью строку, умноженную на 5, 
прибавим к первой строке. 
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Решение системы, которая соответствует полученной 
расширенной матрице, очевидно: 













3

2

1

3

2

1

x

x

x

. 

Задача 1.6.d 

Решите систему уравнений 













1043

2432

42

4321

4321

4321
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xxxx

 

Решение 

 
После первого шага метода Гаусса появились две одинаковые 

строки – вторая и третья. Одну из них (третью) можно 
вычеркнуть. Поскольку матрица системы, стоящая слева от 
черты, не является квадратной, то единичная матрица может быть 
выделена только в первых двух столбцах, а поскольку число 
уравнений меньше числа неизвестных, то решений бесконечно 
много. После второго шага получится матрица вида: 

 
Неизвестные системы 4321 ,,, xxxx  в этом случае разделяют 

на два класса: базисные и свободные. Базисные неизвестные: 

21, xx  – столбцы для этих неизвестных образуют единичную 

матрицу. Свободные неизвестные: 43, xx . Записать формулу 

всего бесконечного множества решений системы – это значит 
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записать формулу выражения базисных неизвестных через 
свободные неизвестные. 

Запишем систему, которая соответствует полученной 
расширенной матрице 








632

855

432

431

xxx

xxx
,   или   








632

855

432

431

xxx

xxx
. 

Значения 3x  и 4x  задаются произвольно. Множество всех 

решений системы можно записать в виде: 








,632

855

2

1

ztx

,ztx
 где Rzt , . 

Задача 1.6.e 

Решите систему уравнений 
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Решение 

После первого шага метода Гаусса полученные вторая и 
третья строки расширенной матрицы отличаются только правыми 
частями. 

 
Если из третьей строки вычесть вторую, то появится строка, в 
которой слева от черты стоят нули, а справа от черты число, не 
равное нулю. Следовательно, система не имеет решений (рис. 10). 

 
Рис. 1.10. Решение задачи 1.6.e 



 
 

31

Линейные однородные системы 
Однородная СЛАУ m  уравнений с n  неизвестными 

записывается в виде: 
















.0

,0

0

2211

2222112

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
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Однородная СЛАУ всегда совместна, она всегда имеет 
нулевое (тривиальное) решение: 0,,0,0 21  nxxx  . 

Следовательно, однородная система может иметь только одно 
нулевое решение или иметь бесконечно много решений, среди 
которых есть ненулевые. 

Если матрица A однородной системы – квадратная, то 
однородная система имеет ненулевые решения тогда и только 
тогда, когда 

 .0A  (1.14) 

Определение 

Пусть однородная СЛАУ имеет k ненулевых решений 

kXXX ,,, 21  . Эти решения образуют фундаментальную 

систему решений (ФСР), если любое решение системы X , 
можно представить в виде: 

kk XCXCXCX  2211 , 

где kCCC ,,, 21    любые вещественные числа. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Следует иметь в виду, что число решений k  в фундаментальной 
системе равно числу свободных неизвестных. 

Задача 1.7 

Имеет ли однородная СЛАУ  ненулевые решения? Если да, то 
найти их, выписав фундаментальную систему решений. 
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.022

,0322

,03

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение 

Выпишем расширенную матрицу системы и преобразуем ее 
по методу Гаусса. 

1 шаг – формирование первого столбца. 
Ко второй строке прибавим первую, умноженную на (–2), к 

третьей строке прибавим первую, умноженную на (–1). 





















02121

03212

01131
1x 2x 3x 4x

 2  1

~














 

01050

01050

01131
1x 2x 3x 4x

 
Из получившихся двух одинаковых строк одну (третью) 

вычеркнем. 
2 шаг – формирование второго столбца. Предварительно в 

расширенной матрице поменяем местами столбцы 
коэффициентов при неизвестных 2x  и 4x , чтобы второй 

(диагональный) элемент второй строки стал равным единице. 

~ 






 
05010

03111
1x 4x 3x 2x

 1 






 
05010

08101
1x 4x 3x 2x

~

 
Поскольку число уравнений меньше числа неизвестных, то 

однородная система имеет бесконечно много решений и, 
следовательно, есть ненулевые. Выпишем линейную систему, 
соответствующую полученной расширенной матрице: 







,05

,08

24

231

xx

xxx
 или 








,5

,8

24

321

xx

xxx
 где Rxx 32 , . 
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Неизвестные 4321 ,,, xxxx  разделим на два класса: 41, xx  – 

базисные, 2x  и 3x  – свободные. Свободные неизвестные можно 

задавать произвольно. Обозначив 12 Cx   и 23 Cx  , где 21, CC  

– любые вещественные числа, запишем решение системы X  в 
матричном виде: 

221121

21

21

21

21

4

3

2

1

0

1

0

1

5

0

1

8

05

0

0

8

XCXCCC

CC

CC

CC

CC

x

x

x

x

X 























































































 . 

Решения 























5

0

1

8

1X  и 





















0

1

0

1

2X  образуют фундаментальную 

систему решений. 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1 

Задача 1. Даны матрицы А и В. Найдите матрицу С. 

1. 












832

154
A , 





















163

510

47

B , TABC 2 .  

2. 



















112

210

314

A , 





















111

012

311

B , BAC T  )3( . 

3. 














 


20

34

25

A , 












132

514
B , TBAC  . 
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4. 










421

532
A , 







 


234

121
B , BAC 32  . 

5. 

















31

12

03

A , 

















12

13

14

B , TT BAC  . 

6. 





















16

73

42

A , 










316

104
B , TBAC  2 . 

7. 

















127

412

013

A , 



















264

412

310

B , ABC T  )2( . 

8. 






 


157

243
A , 






















13

66

42

B , TBAC  . 

9. 



















21

30

47

A , 



















36

21

41

B , ABC 23  . 

10. 












012

316
A , 











415

137
B , TT BAC  . 

11. 











234

512
A , 




















24

03

15

B , TABC  2 . 

12. 



















013

201

124

A , 





















102

315

120

B , BAC T  )2( . 



 
 

35

13. 

















10

12

34

A , 






 


231

217
B , TBAC  3 . 

14. 












521

432
A , 











123

017
B , BAС 32  . 

15. 




















34

75

12

A , 
















03

12

17

B , TT BAC  2 . 

16. 





















379

301

234

A , 





















238

234

216

B , TBEAC  . 

17. 





















32

86

13

A , 












217

012
B , TBAC 2 . 

18. 





















340

502

314

A , 





















112

030

187

B , BAС  3 . 

19. 











273

412
A , 




















30

23

16

B , TBAC  2 . 

20. 





















20

37

119

A , 





















18

31

26

B , BAС 3 . 



 
 

36

21. 











134

123
A , 













456

789
B , TT BAC 2 . 

22. 





















157

301

243

A , 



















312

413

216

B , EBAC  . 

23. 












126

504
A , 






















34

23

16

B , TABC  3 . 

24. 





















354

120

137

A , 

















210

124

316

B , TBAC )2( . 

25. 




















31

20

16

A , 












102

316
B , TBAC  4 . 

26. 












124

032
A , 













321

137
B , BAC 23  . 

27. 






















43

75

13

A , 
















04

21

73

B , TT BAC 2 . 

28. 






















576

102

043

A , 
















013

321

321

B , BEAC T  . 

29. 





















32

17

63

A , 











123

412
B , BAC T 3 . 
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30. 





















130

016

204

A , 



















241

012

316

B , BAC  2 . 

31. 












126

504
A , 






















10

21

12

B , ABC T 2 . 

32. 









132

143
A , 













106

184
B , BAC 32  . 

33. 






 


341

123
A , 













132

221
B , BAC 2 . 

34. 












123

243
A , 











233

112
B , BAC  2 . 

35. 









132

143
A , 













001

243
B , BAC  . 

36. 












121

322
A , 






















10

21

12

B , BAC T  . 

Задача 2. Найдите произведение матриц BA  . Существует ли 
произведение AB  ? Почему? Если существует, то найдите его. 

1.  3211 A , 
























31

15

63

21

B .  
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2. 

















 



341

175

012

111

A , 





















4511

1022

1215

B . 

3. 












1211

1032
A , 
























31

21

11

02

B .  

4. 





















110

101

111

A , 

















21

31

11

B .  

5. 

















10

11

21

A , 









115

123
B .  

6. 
























31

21

11

02

A , 












1211

1032
B . 

7. 












4102

1315
A , 

























214

203

112

031

B . 

8. 

















3

2

1

A ,  123B .  9. 










3212

4321
A ,






















103

121

286

351

B . 
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10. 









115

123
A , 


















10

11

21

B .  11. 









3114

2123
A ,





















32

11

12

43

B . 

12. 

















321

212

113

A , 




















101

112

111

B .  

13.  3015 A ,
























10

13

41

02

B . 14. 









103

112
A , 


















01

12

13

B . 

15. 

















424

132

321

A , 



















2512

3232

1111

B . 

16. 










2121

1111
A ,

























11

53

53

11

B . 

17. 

















211

121

112

A ,
















1

1

2

B .    18. 

















01

12

13

A , 









103

112
B . 

19.  121 A , 





















1313

2121

1242

B . 



 
 

40

20. 

















963

642

321

A ,



















421

421

421

B . 

21. 

























2

5

1

1

3

A ,  13204 B . 

22. 





















352

143

231

A , 

















231

521

652

B . 

23. 



















2113

3514

3205

A ,






















4

7

2

6

B . 

24. 












0211

3021
A ,






















11

11

10

42

B . 

25. 

















10

43

21

A , 










031

213
B . 



 
 

41

26.  4321A ,























1

1

4

2

B .   27. 


























6

5

3

0

4

A ,  54321B . 

28. 












1121

3021
A , 
























112

116

110

241

B . 

29. 





















32

11

12

43

A , 









3114

2123
B . 

30. 

















113

212

321

A , 





















43

21

52

B . 

31. 





















3524

2413

1327

A , 


























125

234

321

423

B . 

32. 





















353

112

251

A , 



















21

43

21

B . 



 
 

42

33. 



















3321

2114

1021

A , 



























121

210

221

113

B . 

34. 






















113

110

221

A , 



















31

21

22

B . 

35. 





















3321

2310

2011

A , 
























121

210

201

111

B . 

36. 



















113

121

121

A , 





















31

20

21

B . 

Задача 4. Вычислите определитель 

1. 

4393

37162

2682

1561






 2. 

0430

52011836

0320

479625 

 

3. 

2164

7295

4173

2152







 4. 

6868

7979

6868

7979
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5. 

47711

5958

5889

61065






 6. 

6432

8643

9664

12986







 

7. 

5487

2354

7285

6393







 8. 

3523

5894

5743

3452






 

9. 

6588

5775

3543

4253







 10. 

4565

5345

2753

7367

 

 

11. 

6534

5752

6423

8533







 12. 

7456

8585

10589

2223





 

13. 

1141

2211

1012

1121






 14. 

2105

1312

0143

1211






 

15. 

1101

0223

7285

2131







 16. 

4344

3313

4122

4321

 



 
 

44

17. 

2121

1113

1212

2134






 

 

18. 

3511

4422

2132

2311




 

19.

6111

5211

4121

3112

 20. 

141075

8643

9664

3322







 

21. 

1613

3213

1302

0112






 22.  

11774

8955

9885

51066






 

23. 

4393

37162

1341

412221




 24. 

3523

5894

5743

1221







 

25. 

2164

2152

4173

7295







 26. 

6868

7979

3434

7979




 

27. 

4565

7367

2753

1220 

 28. 

1141

2211

2133

1031


 



 
 

45

29. 

3511

2311

2132

2211




 30. 

1101

3220

5287

1132







 

31. 

11774

3221

4221

51066







 32. 

131711

1111

4545

7979


 

33. 

7812

2311

4323

2211




 34. 

21172

2211

4142

1031





 

35. 

3511

7931

6514

2311




 36. 

0012

2152

4173

5131







 

Задача 5. Найдите обратную матрицу для матрицы A . 
Сделайте проверку. 

1. 

















121

263

132

A .  2. 






















221

212

122

A . 3. 






















423

272

131

A . 

4. 



















101

213

112

A . 5. 



















121

011

322

A . 6. 














 


401

210

321

A . 

7. 





















153

174

584

A . 8. 
















145

234

121

A . 9. 



















514

132

111

A . 



 
 

46

10. 






















321

635

012

A . 11. 


















122

212

221

A . 12. 

















213

120

112

A . 

13. 

















113

154

021

A . 14. 





















153

132

543

A . 15. 





















153

174

584

A . 

16. 

















351

493

372

A . 17. 

















341

432

321

A . 18. 

















322

121

123

A . 

19. 






















421

273

321

A . 20. 



















423

012

101

A . 21. 



















112

213

101

A . 

22. 

















321

012

635

A . 23. 




















103

212

112

A . 24. 





















115

578

344

A . 

25. 

















221

101

312

A . 26. 

















113

021

154

A . 27. 

















343

597

132

A . 

28. 

















343

432

121

A . 29. 

















311

222

213

A . 30. 



















115

534

323

A . 

31. 



















611

131

321

A . 32. 





















752

312

432

A . 33. 

















311

212

213

A . 



 
 

47

34. 

















110

421

321

A . 35. 

















311

231

321

A . 36. 



















212

322

431

A . 

Задача 6. Решите систему линейных уравнений тремя 
способами: а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной 
матрицы; в) методом Гаусса. 

1. 













.11423

,11243

42

zyx

zyx

,zyx

 2. 












.244

,422

,12

zyx

zyx

zyx

 3. 












.1132

,132

,523

zyx

zyx

zyx

 

4. 












.103

,2925

,3142

zyx

zyx

zyx

 5. 












.0434

,0232

,0545

zyx

zyx

zyx

 6. 












.253

,1342

,342

zyx

zyx

zyx

 

7. 












.12

,2223

,22

zyx

zyx

zyx

 8. 











.532

,12

,643

zyx

zyx

zyx

 9. 











.073

,032

,03

zyx

zyx

zyx

 

10. 













.5997

,1637

,28942

zyx

zyx

zyx

 11. 













.13

,122

,3

zyx

zyx

zyx

 12. 












.263

,132

,6222

zyx

zyx

zyx

 

13. 












.1

,135

,342

zyx

zyx

zyx

 14. 












.52

,32

,6

zyx

zyx

zyx

 15. 












.42

,5

,62

zyx

zyx

zyx

 

16. 











163

232

1

zyx

zyx

zyx

 17. 











.6

,32

,42

zx

zy

zx

 18. 












.323

,323

,42

zyx

zyx

zyx
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19. 











.332

,0

,223

zyx

zyx

zyx

 20. 











.55

,0232

,12

zyx

zyx

zyx

 21. 












.932

,625

,332

zyx

zyx

zyx

 

22. 











.24

,322

,43

zyx

zyx

zyx

 23. 












.52

,433

,034

zyx

zyx

zyx

 24. 












.732

,5635

,72

zyx

zyx

yx

 

25. 












.932

,122

,123

zyx

zyx

zyx

 26. 












.923

,44

,423

zyx

zyx

zyx

 27. 












.823

,132

,62

zyx

zy

zyx

 

28. 











.723

,52

832

zyx

zyx

,zyx

 29. 












.12

,1232

,43

zyx

zyx

zyx

 30. 












.02

,1123

175

zyx

zyx

,zyx

 

31. 











.72

,824

,02

zyx

zyx

zyx

 32. 












.33

,142

,043

zyx

zyx

zyx

 33. 











.22

,52

,2

zyx

zyx

zyx

 

34. 












.42

,53

,33

zyx

zyx

zyx

 35. 












.22

,22

,02

zyx

zyx

zyx

 36. 












.1

,22

,33

zyx

zyx

zyx

 

Задача 7. Имеет ли однородная СЛАУ ненулевые решения? 
Если да, то найти их, построив фундаментальную систему 
решений. 

1. 

















.01718147

,0917126

,07542

0432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

,xxxx

 2. 

















.0731510

,014532

,0264

,0532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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3. 












.0117136526

,04552510

,06373514

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 4. 







.07202812

,0515219

4321

4321

xxxx

xxxx
 

5. 












.0923

,02592

,0324

54321

54321

5321

xxxxx

xxxxx

xxxx

 6. 
















.04765

,03554

,03475

,02343

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

7. 
















.0417

,0453

,032

,023

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

             8. 

















.023

,05557

,02

,02

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

9. 

















.074242

,043624

,02

,03

54321

54321

4321

5421

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxx

 10. 
















.0192483

,03254

,04653

,0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

11. 












.0111784

,02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

,xxxx

      12. 
















.0692

,04

,0574

,0253

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

13. 












.052

,05724

,0752

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 14. 












.097569

,075346

,05323

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

15. 












.06395

,02432

,047265

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 16. 












.05254

,04375

,03243

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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17. 

















.0327

,01613114

,02332

,07543

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 18. 
















.02252

,0223

,0322

,02

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

19. 
















.0742

,0634

,0723

0532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

,xxxx

   20. 
















.0295

,07529

,05345

,04253

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

21. 
















.0611955

,059744

,035322

,047533

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 22. 
















.078

,05647

,0623

,042

431

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

23. 
















.02151398

,0391076

,083754

,056322

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 24. 




















.02

,02
,05554

,02
,02

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

25. 



















.058212

,03239

,03717106

,0241063

54321

5431

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 26. 
















.06254

,02791153

,0186732

,06232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

27. 















.0322

,032

,02

4321

54321

54321

xxxx

xxxxx

xxxxx

 28. 
















.03523

,05894

,05743

,03452

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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29. 

















.0

,0

,0

,0
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6521

642
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xxx

xxxx

xxx

xxx

    30. 

















.02542

,024

,04322

,0332

54321

5432

54321
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xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

31. 




















.04223

,036353
,0324

,0232
,023

5421

54321

54321

54321

54321

xxxx

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 32. 
















.077

,0733

,04322

,0345

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

33. 












.022

,052

,025

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 34. 












.028433

,03532

,0532

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

35. 












.032

,043

,022

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 36. 












.0822

,03532

,0532

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА И 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

2.1. Векторы. Линейное векторное пространство 3R  
Вектором будем называть одностолбцовую матрицу 

(столбец) вида 
















z

y

x

 и обозначать 

















z

y

x

a


. Числа zy,x ,  

называются координатами вектора a


, а множество векторов a


 

– линейным векторным пространством 3R . 
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Пространство 3R  называется линейным потому, что 
операции сложения векторов и умножения вектора на число не 
выводит нас за пределы этого пространства, т.е. результатом 
является снова вектор. 

Векторы линейного пространства 3R  можно изображать 
направленными отрезками, т.е. отрезками, в которых 
установлены начальная и конечная точки. Для этого задают 
прямоугольную декартову систему координат и изображают 
векторы 


















0

0

1

i


, 

















0

1

0

j


 и 

















1

0

0

k


, 

взаимно перпендикулярными отрезками единичной длины, 
сонаправленными с координатными осями OzOyOx ,,  
соответственно. Тогда вектор 

 kzjyix

z

y

x

a


















  (2.1) 

можно изображать отрезком OM  с началом в начале координат и 
с концом в точке  zyxM ,,  (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. Геометрическое изображение вектора 
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При таком изображении векторов ясный геометрический 
смысл приобретают его координаты – они являются проекциями 

OM  или точки M  на координатные оси. 
ЗАМЕЧАНИЕ 

Для вектора kzjyixa


  из пространства 
3R  часто 

используют обозначение:  zyxa ;;


, где zyx ,,  – его 

координаты в декартовой системе координат. 

2.2. Линейные операции с направленными отрезками 
(векторами) 

Линейные операции с направленными отрезками определены 
в школьном курсе, а линейные операции с векторами, как с 
одностолбцовыми матрицами, –  в разделе «Линейная алгебра». 

 
Сложение 
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. 
 

 
Вычитание 
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Умножение на число 
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1

1

1

1

1
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a


. 
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Начало направленного отрезка, являющегося изображением 
вектора a


, может параллельным переносом помещаться в любую 

точку пространства. Проекции вектора на координатные оси при 
этом не изменятся. 

 
Рис. 2.2. Координаты вектора с началом в точке A  и концом в точке B  

Учитывая введенные линейные операции над векторами, 
можно установить, что, если начало направленного отрезка в 
точке  111 ;; zyxA , а конец в точке  222 ;; zyxB , то из рисунка 

2.2 следует, что координаты соответствующего вектора равны 
разностям координат конечной и начальной точек, т.е. 

 121212 ;; zzyyxxOAOBABa 


  (2.2) 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Следует понимать, что направленный отрезок не есть вектор, а 

лишь его изображение, которое появляется в 
3R  только при 

введенной системе координат. Более того, один и тот же вектор 
изображается множеством сонаправленных отрезков одинаковой 
длины, начало которых может быть выбрано в любой точке 
пространства. Хотя в литературе (мы тоже будем это делать) 
направленный отрезок также называют вектором. 
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2.3. Модуль вектора. Направляющие косинусы 
Длина направленного отрезка, т.е. изображения вектора 


















z

y

x

a


, далее будем говорить модуль вектора и обозначать a


, 

определяется (см. рис. 1) через его координаты по формуле: 

 222 zyxa  . (2.3) 

x

y

z

O

 
Рис. 2.3. Направляющие косинусы вектора 

Ориентация направленного отрезка в пространстве 
определяется углами  ,, , которые он образует с 

координатными осями OzOyOx ,,  соответственно (рис. 2.3). 

Косинусы этих углов, т.е.  cos,cos,cos  называются 

направляющими косинусами. Направляющие косинусы вектора 


















z

y

x

a


 определяются через его координаты по формулам: 

222
cos

zyx

x


 ;    

222
cos

zyx

y


 ; 
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222

cos
zyx

z


 . (2.4) 

Из формул для направляющих косинусов ясно, что если 
вектор образует с координатной осью острый угол, то 
соответствующая координата положительна, и если этот угол 

больше 90 , то соответствующая координата отрицательна. 

Например, вектор 

















25,1

2,5

7,2

a


 образует с осями Oy  и Oz  

острые углы, а с осью Ox  тупой. 
Направляющие косинусы удовлетворяют соотношению: 

1coscoscos 222  . (2.5) 

Задача 2.1 

Найти координаты, модуль и направляющие косинусы 

вектора AB , если  5,0;2;3 A ,  1;3;4 B . 

Решение 

Найдем координаты вектора AB  по формуле (2.2) 

    5,1;5;15,01;23;34 AB  
и, используя формулу (2.3), найдем его модуль: 

25,2825,22515,151 222 AB . 

Для определения направляющих косинусов используем 
формулы (2.4): 

25,28

1
cos α ; 

25,28

5
cos  ; 

25,28

5,1
cos


 .  

2.4. Коллинеарные векторы 
Векторы называются коллинеарными, если один из них можно 

получить из другого умножением на некоторое вещественное 
число. Коллинеарные векторы изображаются параллельными 
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направленными отрезками. Они одинаково направлены, если 
один вектор получен из другого умножением на положительное 
число и противоположно направлены, если один вектор получен 
из другого умножением на отрицательное число. Для 
коллинеарных векторов используется такое же обозначение, как 
и для параллельных отрезков: 

baba  , где   – число. 

Если 

















1

1

1

z

y

x

a , 

















2

2

2

z

y

x

b , то условие коллинеарности 

векторов имеет вид: 


































2

2

2

1

1

1

z

y

x

z

y

x

 или 
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x
 . (2.6) 

Например, векторы 



















2

1

4

a


 и 



















1

5,0

2

b


 коллинеарны, т.е. 

ba


, поскольку 2
1

2

5,0

1

2

4





  или ba

 2 . 

Иногда требуется найти орт заданного вектора или, иначе 
говоря, нормировать вектор. Это означает, что нужно найти 
вектор единичной длины направленный также как заданный. 
Чтобы найти такой вектор, нужно все координаты заданного 
вектора разделить на его модуль. 

Например, вектор 





















3
2
3
2

3
1

e


 орт вектора 



















2

2

1

a


, поскольку 

3a


. 
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2.5. Компланарные векторы. Правая и левая тройка 
векторов 

Векторы 

















1

1

1

z

y

x

a


, 

















2

2

2

z

y

x

b


 и 

















3

3

3

z

y

x

c


 называются 

компланарными, если существует набор чисел 321 ,cc,c , для 

которых справедливо соотношение: 

                                 0321


 ccbcac                                  (2.7) 

и при этом хотя бы одно из чисел 321 , cc,c  отлично от нуля. 

Из определения ясно, что в этом случае один из векторов, 

например a


, если 01 c , можно представить в виде 

                                      cba


 ,                                     (2.8) 

где 
1

2

c

c
 , 

1

3

c

c
 . 

Учитывая введенные линейные операции над векторами, из 
формулы (2.8) ясно, что геометрически три компланарных 

вектора cba


,,  изображаются направленными отрезками, 

лежащими в одной плоскости или параллельными ей (рис. 2.4).  

b


b




c
 c




 
Рис. 2.4. Компланарные векторы 

Если записать равенство (2.7) в векторном виде 

 0321


ccbcac  
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0

31

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1






















































z

y

x

c

z

y

x

c

z

y

x

c  

и перейти от него к соответствующей линейной системе 












0

,0

0

332211

332211

332211

zczczc

ycycyc

,xcxcxc

 

относительно неизвестных 321 , cc,c , из которых хотя бы одно 

отлично от нуля, то выписанная однородная линейная система 
должна иметь ненулевые решения. Поэтому согласно (1.14) ее 
определитель должен равняться нулю, т.е. 

 0

321

321

321


zzz

yyy

xxx

. (2.9) 

Формула (2.9) – это условие компланарности векторов 
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1

z

y

x
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, 

















2

2

2

z

y

x

b


 и 

















3

3

3

z

y

x

c


 

ЗАМЕЧАНИЕ 1 

Три некомпланарных вектора 
3

321 ,, Reee 


 образуют в 

пространстве 
3R  базис, что означает, что любой вектор a


 можно 

представить в виде 321 ezeyexa
  , где числа zyx ,  – 

координаты вектора в этом базисе. Примером базиса является 

тройка векторов 
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1

i


, 


















0

1

0

j


 и 


















1

0

0

k


, для которого 

 kzjyixa


 . 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2 

Разумеется, координаты вектора zyx ,  различны в разных 

базисах. 

Тройка некомпланарных векторов называется правой 
(базисом с правой ориентацией), если из конца третьего вектора 
кратчайший поворот от первого ко второму происходит против 
часовой стрелки. 

Если из конца третьего вектора кратчайший поворот от 
первого вектора ко второму происходит по часовой стрелке, то 
тройка векторов называется левой (базисом с левой ориентацией). 

 
Рис. 2.5. a. Правая тройка Рис. 2.5. b. Левая тройка 

2.6. Скалярное произведение векторов  

Определение и свойства скалярного произведения 

Скалярное произведение векторов 

















1

1

1

z

y

x

a


 и 

















2

2

2

z

y

x

b


 

пространства 3R  – это число, которое обозначается  ba


, , 

определяется по формуле: 

  212121, zzyyxxba 


 (2.10) 
и подчиняется следующим законам: 

1)    abba ,, 


 – коммутативный закон; 

2)      cbcacba


,,,   – дистрибутивный закон; 
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3)      bababa ,,,  ,   число – ассоциативный закон; 

4)   0, aa


;   2
, aaa


 . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Для скалярного произведения в пространстве 
3R  наряду с 

обозначением  ba,  используется обозначение ba

 . 

Геометрический смысл скалярного произведения 

 
Рис. 2.6. Геометрический смысл скалярного произведения 

Скалярное произведение векторов a


 и b


 можно вычислить 
по формуле 

    cos, baba


, (2.11) 

где   – угол между векторами a


 и b


 (рис. 2.6). 

Условие ортогональности векторов 

Ненулевые векторы a


 и b


 ортогональны (перпендикулярны) 

тогда и только тогда, когда   0, ba


. 

Например, векторы 
















1

2

3

a


 и 

















50

4

52

,

,

b


 ортогональны, так 

как     05,75,75,01425,23, ba


. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1 

Поскольку в случае ортогональности векторов   0, ba


, то 

0cos   и 
2


 . Следовательно, ортогональные векторы 

перпендикулярны (изображаются перпендикулярными отрезками). 

ЗАМЕЧАНИЕ 2 

Для скалярного произведения справедливы все формулы 
сокращенного умножения, например: 

      22,,, babbaababa


 .   (2.12) 

       bbbaaababa


,,2,,  .   (2.13) 

Определение угла между векторами 

Косинус угла   между векторами a


 и b


 вычисляется по 
формуле: 

                              
 

ba

ba







,
cos .                                  (2.14) 

2.7. Векторное произведение и его свойства 
Если скалярное произведение может быть определено, 

вообще говоря, в любом векторном пространстве nR , то 

векторное произведение определено только в пространстве 3R  
при условии, что установлена ориентация пространства, т.е. 
введена система координат с правой (или левой ориентацией). 

Определение и свойства векторного произведения 

Пусть в пространстве 3R  задана прямоугольная декартова 

система координат, определяемая базисом векторов kji


,, , 

образующих правую тройку (см. рис. 2.1). 
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Векторным произведением векторов 

















1

1

1

z

y

x

a


 и 

















2

2

2

z

y

x

b


 

пространства 3R  с базисом kji


,,  с правой ориентацией 

называется вектор, который обозначается  ba,  и координаты 

которого можно найти по формуле: 

       kyxyxjyzzxizyzyba


11 2212211221,  . (2.15) 

Правило вычисления координат векторного произведения 
можно записать в виде определителя, который следует 
вычислять, раскладывая его по элементам первой строки: 

  

222

111,

zyx

zyx

kji

ba



 

        kyxyxjyzzxizyzy


11 2212211221    (2.16) 

Для векторного произведения выполняются все свойства, 
которые справедливы для определителя: 

1)    abba ,,  ; 

2)      cbcacba ,,,  ; 

3)      bababa


,,,  ; 

4)   baba  0, . 

ЗАМЕЧАНИЕ  

Для векторного произведения наряду с обозначением  ba


,  

используется обозначение ba


 . 

Задача 2.2 

Вычислить  скалярное и векторное произведение векторов 

bac


31   и bac


 22 , если 
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0

1

a


 и 

















2

1

1

b


. 

Решение 

Найдем координаты векторов 1c


 и 2c
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1
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3

0

1

1c


;    





















































4

1

3

2

1

1

3

0

1

22c


. 

Вычислим скалярное произведение  21,cc


 по формуле (2.10) 

        312312431334, 21 cc


 
и вычислим векторное произведение по формуле (2.16). 

        

 kji

kji

cc





94916312

413

334, 21


















5

25

15

. 

Геометрический смысл векторного произведения. 

a

b

c

 
Рис. 2.7. Геометрический смысл векторного произведения 
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Для вектора  bac ,  (рис. 2.7) справедливо: 

1) ac
  , bc

  ; 

2)  sinbac


, где   – угол между векторами a


 и b


; 

3) cba


,,  – правая тройка векторов. 

Вычисление площадей параллелограмма и треугольника 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах a


 и b


 
(рис. 2.8), равна 

 babaSпар ,sin


 . (2.17) 

 
Рис. 2.8. Вычисление площадей параллелограмма и треугольника 

Площадь треугольника, построенного на векторах a


 и b


, 
равна 

  baSтр


,
2

1
 .  (2.18) 

Задача 2.3 

Заданы вершины треугольника ABC : 
     1;3;4,0;6;3,3;2;2  CBA . Вычислите его площадь и 

косинус внутреннего угла A . 

Решение 

Треугольник ABC  образован векторами 

 





















3

4

5

AB  и 



















4

1

2

AC  (рис. 2.9), поэтому его площадь 

вычисляется по формуле: 
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 ACABSтр ,
2

1
.  . 

 
Рис. 2.9. Треугольник ABC  в задаче 2.3 

Вычислим векторное произведение векторов AB  и AC  

 




















13

26

13

132613

412

345, kji

kji

ACAB




, 

а затем площадь треугольника ABC : 

  6
2

13
132613

2

1
,

2

1 222  ACABS ABC . 

Внутренний угол A  в треугольнике ABC  – это угол между 

векторами AB  и AC . (рис. 2.9). Обозначим его через   и 

используем формулу (2.14) для определения косинуса угла AB : 

 





ACAB

AC,AB
cos

         
         







222222 412345

431425

425

6

2150

12410





 . 
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2.8. Смешанное произведение векторов и его свойства 

Определение и свойства смешанного произведения 

Смешанным произведением векторов a


, b


 и c


 называется 

число, которое обозначают cba


 и которое вычисляется по 

формуле: 

 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba 


, (2.19) 

где 


















1

1

1

z

y

x

a


, 

















2

2

2

z

y

x

b


, 

















3

3

3

z

y

x

c


. 

Смешанное произведение векторов a


, b


 и c


 представляет 

собой скалярное произведение векторов a


 и  cb


,  или скалярное 

произведение векторов  ba


,  и c


, т.е. 

     cbacbacba


,,,,  . 

Свойства смешанного произведения 
1) смешанное произведение меняет знак, если меняются 

местами любые два вектора: 

abccabbcacba


 ; 
2) смешанное произведение не меняется при круговой 

перестановке векторов: 

acbbaccba


 ; 

3) для ненулевых векторов 0cba


 тогда и только тогда, 

когда векторы компланарны (см. 2.9); 

4) если 0cba


, то тройка векторов a


, b


, c


 – правая,  
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если 0cba


, то тройка векторов a


, b


, c


 – левая. 

Задача 2.4 

Выяснить, компланарны ли векторы 

















1

5

2

a


, 

















3

3

1

b


 и 


















3

2

7

c


. Если нет, то какую тройку они образуют. 

Решение 

Вычислим смешанное произведение векторов a


, b


 и c


 по 
формуле (2.19). 

 

0771265
131

125





 . 

Векторы не компланарны и образуют левую тройку. 

Геометрический смысл смешанного произведения 

1. Объем параллелепипеда, построенного на векторах a


, b


, 
c


, вычисляется по формуле: 

 cbaV дапар


 . (2.20) 

Из рисунка (2.10) ясно, что объем параллелепипеда равен: 
HSV дапар  0 , 

где 0S  – площадь параллелограмма, построенного на векторах a


 

и b


, H  – высота. 
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a

b


c

 
Рис. 2.10. Геометрический смысл смешанного произведения 

Поскольку  baS


,0  , а высота  coscH


, где   – угол 

между векторами  ba


,  и c


, то 

     cbacbacbaHSV дапар


 ,,cos,0 . 

Рисунок 2.10 сделан для того случая, когда векторы a


, b


, c


 
образуют правую тройку. Если тройка векторов левая, то угол 

между векторами  ba


,  и c


 больше 90  и 0cos  . В этом 

случае смешанное произведение отрицательно, и поэтому 

cbaV дапар


 . 

В общем случае  

cbaV дапар


 . 

2. Объем тетраэдра, построенного на векторах a


, b


 и c


, 
вычисляется по формуле: 

 cbaVтетраэдра


6

1
 . (2.21) 

поскольку дапартетраэдра VV 
6

1
 (рис. 2.10). 
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Например, объем параллелепипеда, построенного на векторах 

a


, b


 и c


, в задаче 2.4, равен: 

7777  cbaV дапар


. 

а объем тетраэдра, построенного на этих же векторах равен: 

6

77
77

6

1

6

1
 cbaVтетраэдра


. 

2.9. Аналитическая геометрия в пространстве 
Основным методом аналитической геометрии является 

задание множеств точек на плоскости и в пространстве 
алгебраическими уравнениями. Для этого на плоскости или в 
пространстве должна быть введена система координат. 

Метод координат в пространстве 

 
Рис. 2.11. Метод координат в пространстве 

Если в пространстве введена прямоугольная декартова 
система координат zyx ,,  с началом в некоторой точке O  (рис. 

2.11), то расстояние r  между точками  1111 ,, zyxM  и 

 2222 ,, zyxM  определяется по формуле 

                  212
2

12
2

12 zzyyxxr  .          (2.22) 
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Координаты точки  0000 ,, zyxM , делящей отрезок 21MM  в 

отношении 
20

01

MM

MM
  (рис. 2.11), отыскиваются по формулам:  

           




1

21
0

xx
x , 





1

21
0

yy
y , 





1

21
0

zz
z .         (2.23) 

В частном случае, для координат середины отрезка 21MM  

справедливы формулы:  

            
2

21
0

xx
x


 , 

2
21

0

yy
y


 , 

2
21

0

zz
z


 .             (2.24) 

Поверхности в пространстве и их уравнения 
В пространстве, где задана прямоугольная декартова система 

координат, алгебраическое уравнение   0,, zyxf  является 

уравнением поверхности   в этой системе координат, если это 
уравнение связывает координаты тех и только тех точек, которые 
принадлежат этой поверхности. 

Например, точка  5,2,11 M  принадлежит поверхности, 

заданной уравнением 22 yxz  , а точка  0,1,12 M  не 

принадлежит ей. 

2.10. Уравнение плоскости в пространстве 

Общее уравнение плоскости 
Плоскость в пространстве задается линейным уравнением с 

тремя переменными 
 0 DCzByAx , (2.25) 

в котором коэффициенты при переменных – суть координаты 

нормального (перпендикулярного к плоскости) вектора 

















C

B

A

n . 

Это уравнение называется общим уравнением плоскости. 
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Угол между плоскостями 
Угол   между плоскостями, заданными уравнениями 

01111  DzCyBxA  и 02222  DzCyBxA , 

определяется как угол между их нормальными векторами. Тогда 
для косинуса этого угла справедлива формула: 

      
 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21 ,
cos

CBACBA

CCBBAA

nn

nn







 


. (2.26) 

Условие параллельности плоскостей имеет вид: 

21 nn


,    или   
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .   (2.27) 

Условие перпендикулярности плоскостей определяется из 
соотношения: 

                 0, 21 nn ,   или   0212121  CCBBAA . (2.28) 

Задача 2.5 

Найти угол между плоскостями, заданными уравнениями 

012  zyx  и 032  zyx . 

Решение 

Нормальные векторы заданных плоскостей имеют вид: 


















1

2

1

1n


, 



















1

2

1

2n


. 

Если обозначить через   угол между плоскостями, то по 
формуле (2.26) 

 
2

1

4

2

121121

121,
cos

21

21 











nn

nn



. 

Следовательно, угол 120 . 

Уравнение плоскости с нормальным вектором 
Более удобным для решения задач является уравнение 

плоскости с нормальным вектором 
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                  0000  zzCyyΒxxA ,  (2.29) 

где 

















C

B

A

n  – нормальный вектор,  00,00 , zyxM  – 

принадлежащая плоскости точка (рис. 2.12). 

 
Рис. 2.12. Уравнение плоскости с нормальным вектором 

Задача 2.6 

Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку 
 3,2,10 M , параллельно плоскости, заданной уравнением 

0224  zyx . 

Решение 

Из уравнения плоскости, заданной уравнением 
0224  zyx , найдем координаты ее нормального вектора 




















2

1

4

n


. Поскольку плоскости параллельны, то этот вектор 

является нормальным и для искомой плоскости. Уравнение 
плоскости будем искать в виде (2.29), в которое вместо чисел 

000 ,, zyx  подставим координаты точки M , а вместо чисел 

CBA ,,  – координаты вектора n


: 

      032214  zyx  
или  

0424  zyx . 
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2.11. Уравнения прямой в пространстве 

Уравнения линий в пространстве 

Если   0,,1 zyxf  и   0,,2 zyxf  – уравнения двух 

поверхностей в прямоугольной декартовой системе координат, то 
система 

     
 
 







0,,

,0,,

2

1

zyxf

zyxf
     (2.30) 

задает в пространстве множество точек, принадлежащих как 
одной поверхности, так и другой, то есть их линии пересечения.  

Следовательно, линия в пространстве задается системой двух 
алгебраических уравнений с тремя переменными.  

Например, система 









0

,9222

z

zyx
 задает в пространстве 

линию пересечения сферы с центром в начале координат и с 
радиусом   с координатной плоскостью xOy , то есть 

окружность с радиусом  , расположенную в плоскости xOy . 

Общие уравнения прямой 
Прямая в пространстве задается системой двух линейных 

уравнений с тремя переменными. 

                        







.0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
                         (2.31) 

Эти уравнения называются общими уравнениями прямой. 

Параметрические уравнения прямой 
Прямая линия однозначно определена, если на ней задана 

точка  0000 ,, zyxM  и параллельный ей ненулевой вектор, так 

называемый направляющий вектор 

















p

n

m

s


 (рис. 2.13). 
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0M
s

l

 
Рис. 2.13. Прямая в пространстве 

Параметрические уравнения прямой в данном случае имеют 
вид: 

        











,

,

,

0

0

0

tpzz

tnyy

tmxx

           (2.32) 

где t  – параметр. 

Канонические уравнения прямой 
Канонические уравнения прямой имеют вид: 

                     
p

zz

n

yy

m

xx









,   (2.33) 

где 

















p

n

m

s


 – направляющий вектор прямой,  0000 ,, zyxM  – 

точка, принадлежащая прямой (рис. 2.13). 

Приведение общих уравнений прямой к каноническому 
виду 

Общие уравнения прямой 







0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

 можно привести к каноническому или параметрическому виду, 
задавая на ней прямой любую точку и вектор, параллельный этой 
прямой. 
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Рис. 2.14. Приведение общих уравнений прямой к каноническому и 

параметрическому виду 

Координатами точки, принадлежащей прямой, является 
любое из решений заданной линейной системы. Направляющим 
вектором прямой является вектор  21 ,nns


 , где 1n


 и 2n


 – 

нормальные векторы плоскостей, задающих прямую (рис. 2.14). 

Задача 2.7 

Приведите уравнения прямой 







03

,02

zyx

zyx
 к 

каноническому виду. 

Решение 

Выберем на заданной прямой точку с аппликатой 0z . 
Подставим 0z  в общие уравнения прямой и найдем остальные 

координаты точки из системы 







.3

,02

yx

yx
 

Складывая уравнения системы, получим 33 x , или 1x . 
Подставляя 1x  в любое уравнение системы, найдем 2y . 

Следовательно, точка  0,2,10M  принадлежит прямой. 

Нормальные векторы плоскостей, задающих прямую, имеют вид: 
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1

1

2

1n    и   

















1

1

1

2n . 

Тогда направляющий вектор прямой равен их векторному 
произведению, т.е. 

 
















3

3

0

33

111

112, 21 kj

kji

nns




. 

Следовательно, канонические уравнения прямой имеют вид: 

33

2

0

1 zyx








. 

Взаимное расположение прямой и плоскости в 
пространстве 

Пусть 0 DzCyBxA  – уравнение плоскости, а 

прямая задана параметрическими уравнениями: 












.tpzz

tnyy

tmxx

0

0

0

,

,

 

Тогда 

















p

n

m

s


 – направляющий вектор прямой, 

















C

B

A

n


 – 

нормальный вектор плоскости. 

Угол между прямой и плоскостью 

Угол между прямой и плоскостью можно найти, зная   – 
угол между нормальным вектором плоскости и направляющим 
вектором прямой. Из рис. 2.15 ясно, что угол   – угол между 

прямой и плоскостью равен:  
2

.  

Поэтому справедлива формула: 
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222222

,
cossin

pnmCBA

CpnBmA

sn

sn







 


. (2.34) 

 
Рис. 2.15. Угол между прямой и плоскостью 

Условие параллельности прямой и плоскости имеет вид: 
sn


 , или   0, sn


, или  pCnBmA . 
Условие перпендикулярности прямой и плоскости: 

sn


 или 
p

C

n

B

m

A
 . 

Точка пересечения прямой и плоскости находится из системы 















.DzCyBxA

ptzz

ntyy

mtxx

0

,

,

,

0

0

0

 (2.35) 

Задача 2.8 

Найдите расстояние от точки  5,2;2;1 M  до плоскости, 

заданной уравнением 0822  zyx . 

Решение 

Из рис. 2.16 ясно, что искомое расстояние – это расстояние 
между точками M  и 0M , где 0M  – точка пересечения заданной 

плоскости с прямой, проходящей через точку M  
перпендикулярно плоскости. 
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M

0M

n


 
Рис. 2.16. Расстояние от точки до плоскости 

Для прямой 0MM  используем параметрические уравнения 

(2.32), в которых в качестве направляющего вектора выберем 

нормальный вектор плоскости 



















2

2

1

ns


. Уравнения будут 

иметь вид: 











.25,2

,22

,1

tz

ty

tx

 

Точку пересечения 0MM  с плоскостью найдем, решая 

систему (2.35): 















.0822

,25,2

,22

,1

zyx

tz

ty

tx

 

Выразим из первых трех уравнений zyx ,,  через t  и 

подставим эти выражения в последнее уравнение. Получим 
соотношение       0825,222221  ttt , из 

которого найдем: 20189  tt . 
Координаты точки 0M  найдем, подставляя 2t  в первые 

три уравнения системы. Тогда  5,1,2,10 M .  

Теперь найдем расстояние от точки M  до плоскости, 
вычислив расстояние от нее до точки 0M  по формуле (2.22): 
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        222 5,15,22211r

636442 222  . 

2.12. Аналитическая геометрия на плоскости 

Метод координат на плоскости 
Введем на плоскости прямоугольную декартову систему 

координат с началом в точке O . Точка M  в этой системе 

координат задается ее координатами, т.е.  yxM , . 

1M

2M
0M

1x 0x 2x

2y

1y
0y

 
Рис. 2.17. Метод координат на плоскости 

Расстояние r  между точками  111 , yxM  и  222 , yxM  

определяется по формуле  

                      212
2

12 yyxxr  .   (2.36) 

Координаты точки  000 , yxM , делящей отрезок 21MM  в 

отношении 
20

01

MM

MM
  отыскиваются по формулам: 

,
xx

x




1

21
0  





1

21
0

yy
y . (2.37) 

В частности, для координат середины отрезка справедливо: 

2
21

0
xx

x


 , 
2

21
0

yy
y


  (2.38) 
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Виды уравнений прямой на плоскости 
В общем случае прямая на плоскости задается линейным 

уравнением с двумя переменными: 
 0 CyBxA ,       (2.39) 

в котором числа A и B – это координаты нормального 
(перпендикулярного прямой) вектора. 

 

Уравнение прямой с 
угловым 
коэффициентом 

 
bkxy  , 

где  tgk ,   – угол 

между прямой и осью 
Ox , b  – ордината точки 
пересечения прямой с 
осью Oy  (рис. 2.18).  

Рис. 2.18 

 

Уравнение прямой с 
нормальным вектором 

 
    000  yyBxxA

, 
где  000 , yxM  точка на 

прямой, 









B

A
n  

нормальный вектор 
прямой (рис. 2.19). 
 

 
Рис. 2.19 
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Каноническое уравнение 
прямой 

n

yy

m

xx 00 



,  

где  000 , yxM  – точка, 

на прямой, 









n

m
s  – 

направляющий вектор 
прямой (любой 
параллельный вектор 
рис. 2.20). 

 

Рис. 2.20 

Задача 2.9 

Написать уравнения прямых, проходящих через точку 
 5,1 A , одна из которых параллельна, а другая 

перпендикулярна прямой, заданной уравнением 0322  yx . 

Решение 

Из уравнения заданной прямой l  (рис. 2.21) можно 

определить ее нормальный вектор 










2

2
n


. Для параллельной 

прямой 1l  этот вектор также является нормальным. Поэтому 

используем уравнение прямой с нормальным вектором 
    000  yyBxxA , подставляя в него вместо 00, yx  

координаты точки A , а вместо BA,  координаты нормального 
вектора: 

    05212  yx  или 0822  yx . 

Для перпендикулярной прямой 2l  вектор n


 является 

направляющим (параллельным) (рис. 2.21). 
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Для нее используем каноническое уравнение, подставляя в 
него вместо 00, yx  координаты точки A , а вместо nm,  

координаты вектора n


: 

2

5

2

1





 yx

, или    5212  yx , или 01222  yx . 

A

1l

2l

l

n


 
Рис. 2.21. Параллельная и перпендикулярная прямые 

Кривые второго порядка 
Кривая второго порядка определяется уравнением второй 

степени 

                  0222 22  FEyDxCyBxyAx   

 (2.40) 
где FEDCBA ,,,,, — заданные действительные числа. При этом 
числа CBA ,,  одновременно не равны нулю. 

Это уравнение называется общим уравнением кривой второго 
порядка. В зависимости от величины параметров FEDCBA ,,,,,  
оно может задавать одну из четырех кривых – окружность, 
эллипс, гиперболу или параболу. 

В частных случаях это уравнение может задавать пару 
пересекающихся прямых 

    02
0

22
0

2  yybxxa ,  0, ba  или 

 00 xx
b

a
yy  , 

или пару параллельных (совпадающих) прямых 
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022  ax   0a , или ax  , 

022  by ,  0b  или by  . 

Уравнение     02
0

2
0  yyxx , или 








0

0

yy

xx
 определяет 

точку  000 , yxM . 

Окружность 

Каноническое уравнение окружности имеет вид: 

    2Ryyxx  2
0

2
0 ,  

где точка  00, yx  – центр окружности, R  – ее радиус. 

Эллипс 

Каноническое уравнение эллипса имеет вид: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
, где ba, . (2.41) 

Числа a  и b  называются полуосями эллипса. Если ba  , то 
эллипс вытянут вдоль оси Ox . Если ba  , то эллипс вытянут 
вдоль оси Oy . Вид кривой показан на рисунке 2.22, из которого 

ясно, что эллипс симметричен относительно координатных осей, 
а начало координат является центром симметрии. 

 
Рис. 2.22. Эллипс 

Точки  0,1 aA  ,  0,2 aA ,  bB ,01 ,  bB ,02  называются 

вершинами эллипса. При ba   эллипс представляет собой 
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окружность радиуса a  с центром в начале координат. Уравнение 
этой окружности имеет вид: 

222 ayx  . 
Если центр симметрии эллипса не в начале координат, а в 

точке  00, yxO , то его уравнение имеет вид: 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
. (2.42) 

Гипербола 

Каноническое уравнение гиперболы имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,  где ba, . (2.43) 

Числа a  и b  называются полуосями гиперболы. При этом a  
называется вещественной полуосью, а b  – мнимой полуосью 
эллипса. Вид кривой показан на рисунке 2.23, из которого ясно, 
что кривая симметрична относительно координатных осей и не 
пересекает ось ординат. 

Точки  0,1 aA  ,  0,2 aA  называются вершинами гиперболы, 

а прямые x
a

b
y   являются ее асимптотами. Асимптоты 

характеризуют форму кривой: к ним приближаются ветви 
гиперболы при x . 
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Рис. 2.23. Гипербола с вершинами на оси абсцисс   

Если уравнение гиперболы имеет вид: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,  где ba, , (2.44) 

то вершины ее  bB ,01 ,  bB ,02  лежат на оси ординат, а 
уравнения асимптот имеют такой же вид, как и в предыдущем 
случае. Вид кривой на рис. 2.24. 

b

b

 
Рис. 24. Гипербола с вершинами на оси ординат 

Уравнение гиперболы с центром симметрии в точке 
 00, yxO  имеет вид: 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
, (2.45) 

где вершины в точках  00 , yax   и  00 , yax  , а уравнения 

  00 xx
a

b
yy   (2.46) 

– уравнения асимптот гиперболы. 

Уравнение гиперболы с центром симметрии в точке 
 00, yxO  может иметь вид: 
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1

2

2
0

2

2
0 







b

yy

a

xx
, (2.47) 

где вершины в точках  byx 00,  и  byx 00, , а уравнения 
асимптот имеют такой же вид, как и в предыдущем случае, т.е. 

 00 xx
a

b
yy  . 

Парабола 

Каноническое уравнение параболы с вершиной в точке 
 00, yxO  имеет вид 

   0
2

0 2 xxpyy  , 0p , (2.48) 

если ось симметрии параллельна Ox  (рис. 2.25). 

 
Рис. 2.25. Парабола с осью симметрии, параллельной Ox  
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Рис. 2.26. Парабола с осью симметрии, параллельной Oy  
Каноническое уравнения параболы с вершиной в точке 
 00, yxO , имеет вид: 

   0
2

0 2 yypxx  , (2.49) 

если ось симметрии параллельна Oy  (рис. 2.26). 

Знак показывает направление ветвей параболы. Если в 
уравнении знак +, то направление ветвей совпадает с 
направлением оси, которой параллельна ось симметрии 
параболы. Если в уравнении знак –, то направление ветвей 
противоположно направлению оси, которой параллельна ось 
симметрии параболы.  

Задача 2.10 a 

Построить кривую, заданную уравнением 

04844 22  yxyx . 

Решение 

Преобразуем уравнение к каноническому виду, выделив 
полные квадраты по переменным x  и y . 

    4244 22  yyxx ,     8412444 22  yyxx , 

    4142 22  yx , 
   

1
1

1

4

2 22





 yx

. 

 
Рис. 2.27. Построение эллипса 
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Получили каноническое уравнение эллипса. Сравнивая его с 
уравнением (2.42), выпишем центр симметрии эллипса  12;O , 

определим его полуоси 2a  и 1b  и построим кривую (рис. 
2.27). Из рисунка ясны координаты вершин эллипса:  101 ;A , 

 142 ;A ,  021 ;B  и  222 ;B . 

Задача 2.10 b 

Построить кривую, заданную уравнением 

014222  xyxy . 

Решение 

Преобразуем уравнение к каноническому виду, выделив 
полные квадраты по переменным x  и y . 

    142 22  xxyy , 

    4114412 22  xxyy ,     421 22  xy , 

   
1

4

1

4

2 22





 yx

. 

Получили уравнение гиперболы вида (2.45) с центром 
симметрии  1,2 O . Полуоси гиперболы: 2 ba . Гипербола 

с равными полуосями называется равнобочной. Если ее центр 
симметрии вначале координат, то ее асимптотами являются 
биссектрисы координатных углов xy  . 

 
Рис. 2.28. Построение гиперболы 
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Если центр симметрии в точке  00, yxO , то  равнения 

асимптот имеют вид:  00 xxyy  . Вид кривой показан на 

рисунке 2.28. 

 
Рис. 2.28. Построение гиперболы 

Вершины гиперболы    1,01,22 11  AA  и 

   1,41,22 22  AA  лежат на оси, параллельной Ox , а 

уравнения асимптот имеют вид:  21  xy .  

Задача 2.10 с 

Построить кривую, заданную уравнением 

02622  yxx , приведя его к каноническому виду. 

Решение 

y

 
Рис. 2.29. Парабола с осью симметрии, параллельной оси Oy  
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Преобразуем уравнение следующим образом 

  2622  yxx , 126122  yxx ,   361 2  yx , 

   5,061 2  yx . 
Получили уравнение параболы вида (2.49) с вершиной в точке 
 5,0;1O  и с осью симметрии, параллельной оси Oy . Кривая 

построена на рис. 2.29. 

3. Линейные преобразования в линейном векторном 
пространстве 

Преобразование координат вектора при переходе к 
другому базису 

Ранее упоминалось, что три некомпланарных вектора 
3

321 ,, Reee 


 образуют в пространстве 3R  базис. Это означает, 

что любой вектор 3Ra  можно представить в виде: 

321 ezeyexa
  , 

где числа zyx ,  – координаты вектора в этом базисе. 

Следовательно, координаты zyx ,,  любого вектора 

3R

z

y

x

a 















  – это координаты его в некотором заданном базисе, 

например, в базисе kji


,, , т.е. kzjyixa
  . Понятно, что 

если перейти к другому базису, то координаты вектора 
изменятся. 

Если известны координаты векторов 


















31

21

11

e

e

e

p


, 

















32

22

12

e

e

e

q


, 

















33

23

13

e

e

e

r


, то rqp


,,  образуют базис 

только в том случае, когда определитель равен нулю, т.е. 
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 0

333231

232221

131211


eee

eee

eee

. (2.50) 

Если требуется найти координаты вектора a


, заданного в 

базисе kji


,,  в другом базисе rqp


,, , и если заданы координаты 

нового базиса rqp


,,  в старом базисе kji


,,  


















31

21

11

e

e

e

p


, 

















32

22

12

e

e

e

q


, 

















33

23

13

e

e

e

r


, 

то следует составить матрицу перехода 

















333231

232221

131211

eee

eee

eee

H , 

поставив координаты векторов нового базиса в ее столбцы. Тогда 

вектор 






















z

y

x

a


 с координатами zyx  ,,  в новом базисе 

определяется из матричного уравнения 
aHa  

, 
решение которого при невырожденной матрице H  (ее 
определитель отличен от нуля) имеет вид: 

 aHa
  1 .         (2.51) 

Задача 2.11 

Выяснить, образуют ли векторы 

 



















1

2

1

p


, 

















3

0

2

q


 и 





















1

1

1

r


 базис.  

Если да, то разложить вектор kjia
  32  по этому 

базису.  
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Решение 

Матрица перехода будет иметь вид: 





















131

102

121

H . 

1. Из условия (2.50) следует, что векторы образуют базис, 
если определитель матрицы перехода отличен от нуля. Вычислим 
этот определитель. 

 
  01129  . 

Следовательно, векторы образуют базис. 
2. Найдем координаты вектора a


 в новом базисе rqp


,,  по 

формуле (2.51). Для этого составим союзную для матрицы 
перехода матрицу 

 






















432

125

613

С , 

транспонируем ее  












































416

321

253

432

125

613
T

TС   

и запишем обратную к матрице перехода матрицу: 























416

321

253

11

11H . 

Теперь из (2.51) можно найти координаты вектора  a


  в 
новом базисе: 
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1

1

1

11

11

11

11

1

1

3

2

416

321

253

11

11 aHa


. 

Это значит, что rqpa
  . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Если матрицей перехода является единичная матрица 


















100

010

001

E , то aaEa
  . 

Это означает, что координаты вектора 
3Ra   не меняются при 

переходе к базису 


















0

0

1

i


, 


















0

1

0

j


, 


















1

0

0

k


. Этот базис 

называют каноническим. 

Линейное преобразование. Матрица линейного 
преобразования 

Если в линейном пространстве 3R  задан базис 321 ,., eee


, то 

линейным преобразованием называется соответствие между 
векторами x


 и y


 этого пространства, которое можно записать в 

виде матричного уравнения: 
 yAx


 , (2.52) 

где координаты векторов 

















3

2

1

x

x

x

x


 и 

















3

2

1

y

y

y

y


 заданы в базисе 

321 ,., eee


, а матрица 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  называется матрицей 

линейного преобразования. 
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Матрица A линейного преобразования xAy


  в базисе 

321 ,., eee


 меняется при переходе к новому базису 321 ,., eee  
 по 

формуле 

 HAHA 1 ,  

где матрица A  – матрица этого же преобразования xAy 


 в 

новом базисе 321 ,., eee  
.  

Например, матрица 

















100

000

001

A  линейного 

преобразования при переходе к базису 

















3

2

1

1e


, 
















2

1

0

2e


, 


















4

1

1

3e


 с матрицей перехода 

















423

112

101

H  и ее обратной 

матрицей (проверьте) 






















127

115

126
1H  принимает вид: 























































 

423

112

101

100

000

001

127

115

126
1 HAHA  




























































324

122

223

423

112

101

107

105

106

. 
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Собственные числа и собственные векторы матрицы 

Пусть квадратная матрица 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  – матрица 

некоторого линейного преобразования. Ненулевой вектор x


 
называется собственным вектором матрицы A , если 
выполняется соотношение: 
                  xxA


 ,   (2.53) 

где   – некоторое вещественное число, которое называется 
собственным числом. 

Векторное равенство (2.53) может быть записано в виде: 
                 0 xEA


,   (2.54) 

где E  – единичная матрица. Следовательно, собственный вектор 
x


 является ненулевым решением однородной системы (2.54), а 
собственные числа определяются из условия равенства нулю 
определителя этой системы: 

                              0 EA .   (2.55) 

Если собственные числа матрицы 1 , 2  и 3  – 

вещественные и различные, то соответствующие им собственные 
векторы не компланарны, т.е. образуют базис. В базисе 
собственных векторов матрица линейного преобразования имеет 
вид: 

             






















3

2

1

00

00

00

HAHA 1- ,         

 (2.55) 
где столбцами матрицы перехода H  являются собственные 
векторы. 

Задача 2.12 

Найти собственные числа и собственные векторы матрицы 
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21

12
A . 

Если собственные векторы образуют базис, то записать 
матрицу A  в этом базисе. 

Решение 

Поскольку 












21

12
EA . Поэтому из (2.55) 

следует, что 

0
21

12





 EA , или   012 2  , или 

   01212  , или    013  . 

Следовательно, собственные числа матрицы: 31   и 12  . 

Найдем соответствующие собственные векторы. 

1) 31  . 












11

11
EA . Если обозначить координаты 

первого собственного вектора  












1

11x


, то векторное 

равенство (2.54) запишется в виде: 
































0

0

11

11

1

1 ,  

что соответствует линейной однородной системе 








,0

,0

11

11  

которая имеет бесконечно много решений (ее определитель равен 
нулю). 

Поскольку из системы следует, что 11  , то положим 

11  . Тогда 11   и первый собственный вектор 



 
 

98

 










1

11x


. 

2) Аналогично 12  . 









11

11
EA . Второй собственный 

вектор  












2

22x


, а векторное равенство (2.54) запишется в 

виде: 





























0

0

11

11

2

2 ,  

что соответствует линейной однородной системе 








,0

,0

22

22  

из которой следует, что 22  . Поэтому положим 12  . 

Тогда 12   и второй собственный вектор  










1

12x


. 

3) Собственные векторы, соответствующие собственным 
числам 31   и 12   образуют базис. В этом легко убедиться, 

вычислив определитель, столбцами которого являются 
координаты собственных векторов: 

02
11

11



. 

Выясним вид матрицы A  в базисе собственных векторов, 

построив матрицу перехода 






 


11

11
H , ее союзную матрицу 

 






 


11

11TC  

и, поскольку 2det H , обратную матрицу: 
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11

11

2

1

11

11

2

11
T

-H . 

Из соотношения (2.55) следует, что 








 



















11

11

21

12

11

11

2

1
HAHA 1-  


























 











10

03

20

06

2

1

13

13

11

11

2

1
. 

В результате получается диагональная матрица, на диагонали 
которой собственные числа (2.55). 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №2 

Задача 1. Найдите координаты, модуль и направляющие 

косинусы вектора AB . 
1.  3;1;1A ,  3;2;2B . 2.  3;1;0A ,  3;2;1B .  

3.  1;1;0 A ,  0;2;1B . 4.  3;2;2A ,  4;2;3B . 

5.  2;1;2A ,  2;2;3B . 6.  1;1;0A ,  2;2;1B . 

7.  4;1;0A ,  4;2;1B . 8.  1;1;1A ,  2;2;1B . 

9.  3;4;0 A ,  4;3;1 B . 10.  1;2;1A ,  2;1;0B . 

11.  3;1;2A ,  4;2;3B . 12.  1;1;0A ,  2;2;1B . 

13.  3;1;2A ,  4;2;3B . 14.  7;0;2A ,  4;2;0B . 

15.  5;2;8 A ,  4;1;7B . 16.  3;1;2A ,  2;1;5B . 

17.  4;1;2 A ,  3;2;5B . 18.  3;1;3A ,  1;2;2 B . 

19.  3;2;2A ,  3;1;3B . 20.  3;7;0A ,  5;7;4 B . 

21.  2;3;4 A ,  3;2;1B . 22.  1;1;5A ,  1;2;6B . 
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23.  2;4;0A ,  4;6;3 B . 24.  2;3;1A ,  5;6;4B . 

25.  1;2;0 A ,  3;0;2B . 26.  3;2;2 A ,  7;1;2B . 

27.  3;3;1A ,  2;4;2B . 28.  1;0;2 A ,  0;2;4B . 

29.  2;3;1 A ,  0;2;3B . 30.  1;3;1 A ,  0;1;3B . 

31.  4;1;3 A ,  1;2;3 B . 32.  2;3;4 A ,  2;5;3B . 

33.  4;2;1 A ,  1;2;3 B . 34.  2;1;2 A ,  1;2;3 B . 

35.  4;1;2 A ,  4;2;3B . 36.  2;2;2 A ,  2;1;3 B . 

Задача 2. Вычислите скалярное и векторное произведения 

векторов bac


 21  и bac


32  . 

1.  1;1;2a


,  4;2;3 b


. 2.  1;1;0a


,  0;3;1 b


. 

3.  1;1;2a


,  5;2;0 b


. 4.  1;1;0a


,  0;1;3 b


. 

5.  1;1;0 a


,  8;3;1 b


. 6.  1;1;0 a


,  2;0;2b


. 

7.  1;1;0 a


,  1;2;1 b


. 8.  0;1;1 a


,  0;1;2b


. 

9.  2;1;2a


,  1;0;1 b


. 10.  1;1;0a


,  1;1;3 b


. 

11.  2;1;2 a


,  3;0;1b


. 12.  1;1;1 a


,  1;3;2 b


. 

13.  3;0;1 a


,  
3
2;0;1 b


. 14.  3;1;2 a


,  1;1;0b


. 

15.  2;1;2 a


,  2;0;1 b


. 16.  0;0;2a


,  1;1;3b


. 

17.  0;1;2a


,  3;1;1b


. 18.  0;1;1 a


,  2;3;0b


. 

19.  2;1;2 a


,  1;1;0b


. 20.  1;0;1 a


,  1;3;0 b


. 

21.  4;1;2 a


,  0;0;1b


. 22.  1;1;1 a


,  1;0;0 b


. 
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23.  2;1;
2
1 a


,  

2
3

2
1 ;;1 b


. 24.  1;0;1 a


,  0;3;1 b


. 

25.  1;0;1 a


,  0;3;1 b


. 26.  2;2;5 a


,  4;3;3b


. 

27.  1;1;1 a


,  1;0;0 b


. 28.  1;2;2a


,  0;3;2 b


. 

29.  1;4;2 a


,  2;1;3 b


. 30.  1;2;0a


,  3;1;2 b


. 

31.  5;4;1a


,  2;1;2 b


. 32.  6;2;3 a


,  3;7;2b


. 

33.  2;1;1a


,  2;1;2 b


. 34.  2;3;1 a


,  1;1;2b


. 

35.  2;3;1a


,  2;1;1 b


. 36.  1;2;3a


,  3;3;2b


. 

Задача 3. Заданы вершины треугольника CAB . Вычислите 

его площадь и косинус внутреннего угла A . 
1. А(–1; 3; 3), В(2; 2; 1), С(0; 3;–2). 

2. А(2; 3;–1), B(0; 4; 5), C(–2;–2; 4). 

3. А(2; 1; 0), B(3; 0; 3), C(2;–3; 7). 

4. А(–3; 1; 3), В(1; 7; 2), С(7; 3; 3). 

5. А(0; 2; 1), B(4; 0; 1), C(3;–4; 2). 

6. А(0;–2; 1), B(–2; 0; 2), C(0; 1; 0). 

7. А(–1; 2; 1), B(–4;–3; 1), C(5; 4; 2). 

8. А(2; 3;–1), B(–3; 4; 1), C(–2; 2;–4). 

9. А(3;–4; 6), B(1;–2; 6), C(–3; 5; 1). 

10. А(4;–3; 2), B(–1; 4; 3), C(6; 3;–2). 

11. А(0;–3; 4), B(1; 1;–2), C(5; 0; 4). 

12. А(2;–1; 0), B(–2; 1; 1), C(2; 2;–1). 

13.  А(–1; 7; 1), B(3;–1;–2), C(–5; 3; 1). 

14. А(1; 1; 0), B(–2; 1;–3), C(–2;–2; 0). 
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15. А(2; 3; 4), B(–4; 3; 0), C(2; 6; 2). 

16. А(3;–2; 2), B(0;–1; 3), C(1; 2; 2). 

17. А(3; 4;–2), B(2;1; 5), C(5; 2;–2). 

18. А(5; 0; 4), B(4;–1; 1), C(7; 0; 2). 

19. А(2;–2; 2), B(3; 5;–7), C(4; 8; 0). 

20. А(2; 2; 1), B(1; 1;–2), C(4; 0;–1). 

21. А(–1; 2; 7), B(3; 1;4), C(4; 5; 1). 

22. А(2; 1; 0), B(1; 1;–3), C(4; 1;–2). 

23. А(2; 6;–4), B(1; 3;–3), C(4; 4;–4). 

24. А(–1; 2; 0), B(1; 4; 5), C(–4; 6; 3). 

25. А(2;–5; 2), B(1;–3; 2), C(2;–3; 0). 

26. А(–3; 1;–2), B(2; 3; 2), C(4; –1; 7). 

27. А(–6; 2; 2), B(1; 3;–1), C(0;–4; 2). 

28. А(2; 1; 7), B(–3; 0; 3), C(2; 4; 2). 

29. А(1; –1; 4), B(3; 1; 2), C(3; 2; 1). 

30. А(2; 1; 5), B(1; 3; 2), C(4; 5; 3). 

31. А(1; 2; 2), B(–3; 1;–2), C(4; 2; 2). 

32. А(2; 1; 5), B(1; 3; 2), C(4; 5; 3). 

33. А(1; 1; 3), B(3; –1;2), C(1; 2; 2). 

34. А(1; 2; –3), B(–1; 2; 3), C(1; 4; 3). 

35. А(1; –2; 2), B(3; 1;2), C(1; –2; 2). 

36. А(–2; –1; 5), B(2; 3; 2), C(2; 2; 3). 

Задача 4. Выясните, компланарны ли векторы cba


,, . Если 

они не компланарны, то какую тройку (правую или левую) они 
образуют? 

1.  1;1;2a


,  5;2;0 b


,  1;1;2 с


.  
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2.  1;1;0a


,  2;4;0 b


,  0;1;2с


. 

3.  1;0;2a


,  1;0;2 b


,  4;1;2 с


. 

4.  1;1;1 a


,  1;3;2 b


,  0;1;0с


. 

5.  1;1;1a


,  0;3;2b


,  1;1;3 с


. 

6.  2;0;1 a


,  1;2;3 b


,  2;0;2 с


. 

7.  3;0;1a


,  1;1;0b


,  3;1;2 с


. 

8.  4;1;3a


,  0;0;2b


,  1;1;3с


. 

9.  1;0;1 a


,  1;1;0 b


,  2;0;0 с


. 

10.  2;0;1 a


,  1;0;0 b


,  3;0;1с


. 

11.  2;0;1 a


,  4;0;1 b


,  2;0;2 с


. 

12.  2;0;1 a


,  1;2;3 b


,  3;2;4 с


. 

13.  4;2;1a


,  3;1;2 b


, }4;6;3{ c . 

14.  1;1;1 a


,  1;1;1b


,  4;3;2c


. 

15. }1;3;5{ a


, }3;2;1{ b


, }4;0;2{ c


. 

16. }3;3;3{a


, }1;1;2{b


, }17;11;19{c


. 

17.  5;6;1a


,  4;2;3 b


,  2;18;7 c


. 

18.  2;3;7 a


,  8;7;3 b


,  1;1;1 c


. 

19.  1;1;2 a


,  1;4;1 b


,  2;2;3 c


. 

20.  1;1;3 a


,  0;1;2 b


,  1;2;5 c


. 
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21.  1;3;3a


,  1;2;1 b


,  1;1;1c


. 

22.  4;3;6a


,  1;2;1 b


,  2;1;2с


. 

23.  6;2;1 a


,  1;0;1b


, }17;6;2{ c . 

24.  3;1;1 a


,  1;2;3b


,  4;3;2с


. 

25.  2;5;1a


,  1;1;1 b


,  1;1;1c


. 

26.  1;3;4a


,  1;2;1 b


,  2;2;2с


. 

27.  4;3;7a


,  1;2;1 b


,  4;2;4с


. 

28.  13;4a


,  4;7;6b


, }1;0;2{ c


. 

29.  2;3;2a


,  5;7;4b


, }1;0;2{ c


. 

30. }8;2;1{a


, }1;7;3{ b


, }1;1;2{c


. 

31.  4;3;1 a


,  1;3;3 b


, }1;1;2{c


. 

32. }3;1;2{a


, }2;4;3{ b


, }3;1;2{c


. 

33.  4;3;1 a


,  1;3;3 b


, }5;6;2{ c


. 

34. }5;3;1{ a


, }2;4;3{ b


, }3;1;2{c


. 

35.  4;3;1 a


,  5;4;1b


, }1;1;2{c


. 

36. }3;1;2{a


, }2;4;3{ b


, }1;5;5{c


. 

Задача 5. Найдите угол между плоскостями 1  и 2 . 

1. :1  012  zyx ; :2  013  zy . 

2. :1  042  zyx ; :2  032  zyx . 

3. :1  012  zyx ; :2  013  zy . 
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4. :1  0322  zyx ; :2  06  yx . 

5. :1  0743  yx ; :2  05  zx . 

6. :1  05423  zyx ; :2  032  zy . 

7. :1  0252  zyx ; :2  01242  zyx . 

8. :1  0743  yx ; :2  0122  zyx . 

9. :1  012  zyx ; :2  07242  zyx . 

10. :1  0232  zyx ; :2  092  yx . 

11. :1  0722  zyx ; :2  0143  zyx . 

12. :1  032  zyx ; :2  05242  zyx . 

13. :1  022  zyx ; :2  0422  zyx . 

14. :1  0322  zyx ; :2  0574  zx . 

15. :1  022  zyx ; :2  03  zyx . 

16. :1  0822  zyx ; :2  06  zx . 

17. :1  0352  zyx ; :2  0242  zyx . 

18. :1  0242  zyx ; :2  032  zy . 

19. :1  0142  zyx ; :2  02  yx . 

20. :1  023  zyx ; :2  0434  zyx . 

21. :1  0522  zyx ; :2  0142  zyx . 

22. :1  0342  yx ; :2  052  zx . 

23. :1  0332  zyx ; :2  07  yx . 

24. :1  0422  zyx ; :2  062  zyx . 
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25. :1  023  zyx ; :2  014  zy . 

26. :1  024  zyx ; :2  023  zyx . 

27. :1  0332  zyx ; :2  0324  zyx . 

28. :1  015  zyx ; :2  01342  zyx . 

29. :1  035  zx ; :2  02253  zyx . 

30. :1  0452  zyx ; :2  06232  zyx . 

31. :1  0232  zyx ; :2  022  zyx . 

32. :1  034  zyx ; :2  0532  zyx . 

33. :1  024  zyx ; :2  025  zyx . 

34. :1  0123  zyx ; :2  0524  zyx . 

35. :1  023  zyx ; :2  022  zyx . 

36. :1  0442  zyx ; :2  0323  zyx . 

Задача 6. Напишите уравнение плоскости, проходящей через 
точку P  и параллельной плоскости  . 
1.  1,1;2P , 0123:  zyx . 

2.  3;1;2P , 0334:  zyx . 

3.  2;3;1P , 03:  zyx . 

4.  1;0;1 P , 0152:  zyx . 

5.  1;1;3 P , 0123:  zyx . 

 6.  7;5;0P , 0123:  zyx . 

7.  0;1;2P , 02:  zyx . 

8.  1;2;3P , 01:  zyx . 
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9.  1;4;3P , 012:  zyx . 

10.  1;1;1P , 0245:  zy . 

11.  2;1;2P , 02:  zyx . 

12.  1;4;3 P , 01:  zyx . 

13.  1;1;1P , 032:  zyx . 

14.  1;1;6P ,  063:  yx . 

15.  1;2;0P , 052:  zyx . 

16.  1;2;5 P , 043:  zyx . 

17.  1;2;1 P , 073:  zyx . 

18.  1;2;3P , 01:  zyx . 

19.  1;2;3P , 022:  zyx . 

20.  1;3;1 P , 042:  zyx . 

21.  1;1;0P , 064:  zyx . 

22.  2;2;0P , 015:  zyx . 

23.  2;0;3P , 023:  zyx . 

24.  1;2;3 P , 07:  zyx . 

25.  1;2;2 P , 05:  zyx . 

26.  0;3;2P , 047:  zyx . 

27.  1;2;5 P , 014:  zyx . 

28.  1;4;3P , 015:  zyx . 

29.  1;4;3 P , 032:  zyx . 
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30.  1;1;0 P , 074:  zyx . 

31.  1;2;1 P , 0232:  zyx . 

32.  2;1;1 P , 0424:  zyx . 

33.  1;2;1 P , 0132:  zyx . 

34.  2;1;1 P , 0432:  zyx . 

35.  1;3;1P , 042:  zyx . 

36.  2;1;1P , 0223:  zyx . 

Задача 7. Прямая задана общими уравнениями. Напишите ее 
канонические и параметрические уравнения. 

1. 







04523

0432

zyx

zyx
 2. 








0132

04

zyx

zyx
 

3. 







0422

03

zyx

zyx
 4. 








0522

043

zyx

zyx
 

5. 







045

0643

zyx

zyx
 6. 







0135

0222

zyx

zyx
 

7. 







0232

022

zyx

zyx
 8. 







0652

04324

zyx

zyx
 

9. 







07432

044

zyx

zyx
 10. 








0523

0135

zyx

zyx
 

11. 







01542

0434

zyx

zyx
 12. 








03523

053

zyx

zyx
 

13. 







0323

0104

zyx

zyx
 14. 








01042

01

zyx

zyx
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15. 







055

0336

zyx

zyx
 16. 








033

0422

zyx

zyx
 

17. 






034

012

zyx

zyx
 18. 








042

02

zyx

zyx
 

19. 







0342

014

zyx

zyx
 20. 








092

01835

zy

zyx
 

21. 







032

053

yx

yx
 22. 








0722

035

zyx

yx
 

23. 







01

0122

zx

zyx
 24. 







013

0922

zyx

zyx
 

25. 






03

0823

zyx

zyx
 26. 








01262

0236

zyx

zyx
 

27. 






07

01323

zyx

zyx
 28. 








04225

02223

zyx

zyx
 

29. 







0525

015

zyx

zyx
 30. 







015

0523

zyx

zyx
 

31. 







055

01

zyx

zyx
 32. 








035

052

zyx

zyx
 

33. 







0522

012

zyx

zyx
 34. 








015

053

zyx

zyx
 

35. 







012

01

zyx

zyx
 36. 







012

0522

zyx

zyx
 

Задача 8. Найдите расстояние от точки М до плоскости  . 
1.   12:,3;0;1  zyxM .   2.   2632:,1;2;1  zyxM . 
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3.   22:,1;3;1  zyxM .      4.   42:,0;1;3  zyxM . 

5.   275:,4;1;2  zyxM .  6.   122:,1;2;0  zyxM . 

7.   52:,4;2;1  zyxM .     8.   12:,1;2;4  zyxM . 

9.   123:,2;1;3  zyxM .   10.   3244:,2;7;1  zyxM . 

11.   3:,1;2;2  zyxM .     12.   2326:,1;1;1  zyxM . 

13.   14:,3;1;2  zyxM . 14.   422:,1;1;1  zyxM . 

15.   52:,2;1;2  zyxM .    16.   3623:,3;3;2  zyxM . 

17.   322:,1;0;4  zyxM . 18.   0453:,4;3;1  zyxM . 

19.   4:,4;3;0  zyxM .    20.   2632:,6;3;0  zyxM . 

21.   243:,2;1;5  zyxM .  22.   122:,4;0;4  zyxM . 

23.   73:,3;1;3  zyxM .  24.   422:,2;0;3  zyxM . 

25.   054:,4;1;3  zyxM .  26.   222:,1;5;1  zyxM . 

27.   35:,1;1;6  zyxM .    28.   7:,1;2;3  zyxM . 

29.   52:,1;4;1  zyxM . 30.   5624:,3;0;1  zyxM . 

31.   22:,1;2;1  zyxM .    32.   43:,2;1;1  zyxM . 

33.   42:,2;2;1  zyxM .   34.   52:,3;1;1  zyxM . 

35.   43:,1;2;3  zyxM . 36.   42:,2;1;1  zyxM . 

Задача 9. Напишите уравнение прямых на плоскости, 
проходящих через точку М, одна из которых параллельна, а 
другая перпендикулярна заданной прямой l . 
1.  1;2M , l : 012`23  yx .    2.  1;2 M , l : 01̀ yx . 

3.  3;3 M , l : 042  yx .     4.  4;1M , l : 02̀52  yx . 

5.  0;5M , l : 09̀2  yx . 6.  1;4 M , l : 034  yx . 
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7.  1;1 M , l : 01̀22  yx .    8.  0;2M , l : 02̀4  yx . 

9.  1;6M , l : 042  yx .         10.  3;1 M , l : 02`3  yx . 

11.  1;1M , l : 010`  yx .       12.  2;3M , l : 022  yx . 

13.  1;1M , l : 02̀  yx .         14.  2;2M , l : 04̀3  yx . 

15.  1;2M , l : 01̀4  yx .       16.  2;2M , l : 034  yx . 

17.  1;3 M , l : 02̀3  yx .   18.  2;1M , l : 022  yx . 

19.  5;1M , l : 02`3  yx .        20.  1;2M , l : 045  yx . 

21.  4;3M , l : 053  yx .       22.  1;5M , l : 02  yx . 

23.  4;2M , l : 0724  yx .      24.  6;1M , l : 02  yx . 

25.  3;0M , l : 012  yx .        26.  4;2M , l : 025  yx . 

27.  4;1M , l : 015  yx .         28.  0;3M , l : 034  yx . 

29.  3;3M , l : 04  yx .          30.  4;1M , l : 02  yx . 

31.  2;2M , l : 042  yx .        32.  3;1M , l : 042  yx . 

33.  1;2M , l : 024  yx .      34.  3;1 M , l : 03  yx . 

35.  1;3 M , l : 02  yx .      36.  2;1M , l : 022  yx . 

Задача 10. Приведите уравнение кривой второго порядка к 
каноническому виду и постойте ее. Укажите координаты вершин, 
фокусов. 

1. 0484 22  yxyx . 

2. 04185449 22  yxyx . 

3. 02161232 22  yxyx . 

4. 03284 22  yxyx . 
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5. 0446436169 22  yxyx . 

6. 04108254 22  yxyx . 

7. 03683649 22  yxyx . 

8. 0724104 22  yxyx .  

9. 041008254 22  yxyx . 

10. 05864 22  yxyx . 

11. 0116832 22  yxyx . 

12. 06883649 22  yxyx . 

13. 064363294 22  yxyx . 

14. 016484 22  yxyx . 

15. 04981849 22  yxyx . 

16. 0152164 22  yxyx . 

17. 0204150425 22  yxyx . 

18. 0101541694 22  yxyx . 

19. 044161223 22  yxyx . 

20. 01726436169 22  yxyx . 

21. 037163294 22  yxyx . 

22. 07161849 22  yxyx . 

23. 024484 22  yxyx . 
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24. 0116164 22  yxyx . 

25. 05724104 22  yxyx . 

26. 021864 22  yxyx . 

27. 0109183294 22  yxyx . 

28. 017121035 22  yxyx . 

29. 01276454169 22  yxyx . 

30. 0100364094 22  yxyx . 

31. 012844 22  yxyx . 

32. 010482 22  yxyx . 

33. 016844 22  yxyx . 

34. 02482 22  yxyx . 

35. 037183294 22  yxyx . 

36. 011161849 22  yxyx . 

Задача 11. Выясните, образуют ли векторы rqp


,,  базис. 

Если они образуют базис, то вектор x


 разложите по этому базису 
(только для экономических специальностей). 

1. 

















2

1

0

p


, 

















1

0

1

q


, 

















1

0

1

r


, 

















7

4

2

x


. 
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2. 

















0

1

2

p


, 

















1

0

1

q


, 

















1

2

4

r


, 

















3

1

3

x


. 

3. 

















0

1

5

p


, 
















3

1

2

q


, 



















1

0

1

r


, 

















7

2

13

x


. 

4. 

















1

1

4

p


, 



















3

0

2

q


, 

















1

2

1

r


, 

















5

5

9

x


. 

5. 
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1
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4

1

2

r


, 
















4

3
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x


. 

6. 
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1

0

p
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2
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0

2

r
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8
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. 

7. 
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Задача 12. Найдите собственные числа и собственные 
векторы матрицы A  (только для экономических 
специальностей). 
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4. ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
ФУНКЦИЙ 

4.1. Множества на числовой оси 
Множества на числовой оси – это промежутки: 
 ba;  – интервал.  bax ;  означает, что bxa  ; 

 ba;  – отрезок или замкнутый интервал.  bax ;  

означает, что bxa  ; 

 ba;  – полузамкнутый интервал.  bax ;  означает, что 

bxa  ; 
Если a  или b , то: 

 b;  – интервал.  bx ;  означает, что bx  ; 

 ;a  – интервал.   ;ax  означает, что ax  ; 

  ;  – интервал.   ;x  означает, что 

 x ; 
Далее мы введем понятия окрестностей на числовой оси. 

Определение 1 

Окрестностью радиуса 0h  конечной точки 0x  или h  – 

окрестностью точки 0x  называется множество чисел x , 

удовлетворяющих неравенству hxxhx  00 , т. е. 

множество );( 00 hxhx   (рис. 4.1). 

Обозначается: )( 0xUh . 

0xhx 0
hx 0

x

 
Рис. 4.4. Окрестность конечной точки 
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Из определения следует, что если )( 0xUx h , то x  

удовлетворяет неравенству 

hxx  0 , или hxxh  0 , или hxxhx  00 . 

Определение 2 

Пусть 0h . h –окрестностью точки )(  называется 

множество чисел x , удовлетворяющих неравенству hx  , т. е. 
множество );( h  (рис. 4.2), которое обозначается )(hU . 

h

x


 

Рис. 4.2. Окрестность точки )(  

Из определения следует, что если )( hUx , то x  

удовлетворяет неравенству hx   (рис. 4.2). 

Определение 3 

Пусть 0h  h –окрестностью точки )(  называется 

множество чисел x , удовлетворяющих неравенству hx  , т. е. 
множество );( h  (рис. 4.3), которое обозначается )(hU . 

h

x


 

Рис. 4.3. Окрестность точки )(  

Из определения следует, что: hxUx h  )( . 

Определение 4 

Пусть 0h . Проколотой h –окрестностью конечной точки 

0x  называется множество чисел x , для которого справедливо 

)( 0xUx h  и 0xx   (рис. 4.4) и которое обозначается )( 0xU h


. 
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0xhx 0
hx 0

x

 
Рис. 4.4. Проколотая окрестность конечной точки 

Из определения следует, что: 

hxxxxhxxxUx h 


0000 0,)( . 

Определение 5 

Точка 0x  называется предельной точкой множества X , если 

в любой проколотой окрестности точки 0x  находится хотя бы 

один элемент данного множества X . 
ЗАМЕЧАНИЕ 

Предельная точка может принадлежать множеству, но может ему и 

не принадлежать. Например, для множеств )2;1(  и ]2;1[  точки 1 и 

2  являются предельными точками. 

Определение 6 

Точка, принадлежащая множеству и не являющаяся его 
предельной точкой, называется изолированной. 

Например, во множестве натуральных чисел N  каждая 
конечная точка является изолированной. Множество N  имеет 

единственную предельную точку 0x . Действительно, в 

любой окрестности точки 0x , т.е. в окрестности 

);()(  hUh  находится бесконечное множество 

натуральных чисел (рис. 4.5).  

h

x

1 2 3 4 5 6 7 8 9
 

Рис. 4.5. Предельная точка  множества натуральных чисел 
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4.2. Определение предела функции 

Пусть задана функция )(xf , X  – её область определения, 0x  

– предельная точка множества X . 

Определение 

Число А называется пределом функции )(xf  при 0xх , 

если для любой окрестности U  точки А найдётся такая 

окрестность U  точки 0x , что для всех х  из области 

определения X  и найденной проколотой окрестности 


U  точки 

0x  значения функции )(xf  попадают в окрестность U  точки А 

(рис. 4.6). 
Обозначение: Axf

xx



)(lim

0

 или Axf
xx 0

)(

 . 

Запишем это определение в другой форме, используя 
символы: 
  – для любого;     – существует (найдётся);   : – такая, что;   
– следует;     – равносильно. 

Axf
xx




)(lim
0

   

)()()(:)()( 00 AUxfХхUxxUAU 


  . 

 
Рис. 4.6. Конечный предел в конечной точке 
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4.3. Односторонние пределы 

Правосторонней h – окрестностью точки 0x  называется 

множество точек х , таких, что );( 00 hxxx  , где 0h  (рис. 

4.7). 

Обозначение: )( 0xUh
 . 

 
Рис. 4.7. Правосторонняя окрестность 

Левосторонней h –окрестностью точки 0x  называется 

множество точек х , таких ,что );( 00 xhxx  , где 0h  (рис. 

4.8). 

Обозначение: )( 0xUh
 . 

 
Рис. 4.8. Левосторонняя окрестность 

Определение 1 

Число А называется правосторонним пределом функции )(xf  

при 00  xх  ( х  стремится к 0x  справа), если для любой 

окрестности U  точки А найдётся такая окрестность U  точки 

0x , что для всех х  из области определения Х и найденной 

правосторонней окрестности точки 0x  соответствующие 

значения функции )(xf  попадают в заданную окрестность точки 

А, т.е. 
)(lim

00

xfА
xx 

    

)()()(:)()( 00 AUxfXxUxxUAU 

  . 

Например, 


x
x

2
00
loglim  (рис. 4.9), поскольку 
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)( U  XUxU  
 )0(:)0( )(log2  Ux .  (2) 

Областью определения функции является множество )0(  , 

для которого 0 есть предельная точка. Поскольку  
 ;0)0(U , 

  ;)(U , то формула (2) означает, что для любого 

0  существует 0 , такое, что для всех  x0  

выполняется неравенство x2log  (рис. 4.9). 

 
Рис. 4.9. Правосторонний предел функции 

Определение 2 

Число А называется левосторонним пределом функции )(xf  

при 00  xх  ( х  стремится к 0x  слева), если для любой 

окрестности U  точки А найдётся такая окрестность U  точки 

0x , что для всех х  из области определения Х и найденной 

левосторонней окрестности точки 0x  соответствующие значения 

функции )(xf  попадают в заданную окрестность точки А. 

)(lim
00

xfА
xx 

    

    )()()(:)()( 00 AUxfXxUxxUAU 

  .  (1) 
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4.4. Арифметические операции над функциями, 
имеющими конечный предел 

При вычислении пределов функций необходимо знать 
следующие теоремы: 

СС
xx


 0

lim , где constС  ; (1) 

)(lim)(lim
00

xfСxСf
xxxx 

 , где constС  . (2) 

Если существуют конечные пределы Axf
xx




)(lim
0

 и 

Bxg
xx




)(lim
0

, то 

BAxgxf
xx




))()((lim
0

; (3) 

BAxgxf
xx




))()((lim
0

; (4) 

B

A

xg

xf

xx


 )(

)(
lim

0

, где 0В ; (5) 

                       
)(lim

)( 0

00

)(lim)(lim
xg

xx

xg

xx

xx
xfxf














. 

  (6) 
Кроме того, мы будем пользоваться тем, что для основных 

элементарных функций )(xf  в любой точке их области 

определения имеет место равенство 

 









xfxf
xxxx 00

lim)(lim . (7) 

Например, 







1limlim5lim3)153(lim

11

2

1

2

1 xxxx
хххx  

711513 2  . 
Теоремами (1) – (7) можно пользоваться и в том случае, если 




)(lim
0

xf
xx

 или 


)(lim
0

xg
xx

. При этом следует 

руководствоваться действиями на расширенной числовой оси. 
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4.5. Действия на расширенной числовой оси 
Расширим систему вещественных чисел, добавив к ним два 

символа   и  , которые назовём бесконечно удалёнными 
точками числовой оси. Определим для этих символов 
следующие действия. 

1) Если Rx  и  является конечным числом, то: 

x ;      ;      . 

Действие      не определено. Говорят, что в данном 

случае имеется неопределенность вида   . 

2) Если Rx  и  является конечным числом, то: 

  x  при 0x  и    x  при 0x ; 

     ;      ;      . 

Действие  0  не определено. Говорят, что в данном 

случае имеется неопределенность вида  0 . 

3) Если Rx  и  является конечным числом, то: 

0

x

; 

x

 при 0x  и 
 
x

 при 0x ; 


 0

x
 и 

 0

x
 при 0x ; 

 0

x
 и 

 0

x
 

при 0x . 

Действия 
0

0
 и 




 не определены. Говорят, что в данном 

случае имеются неопределенности вида 




0

0
 и 







. 

Следовательно, использование теорем о пределах может 

привести к неопределенным выражениям   ,  0 , 




0

0
, 









. 

Например: 
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1)   













 xеe

x

х
xx

x
xx

12

lim1lim

2
1

1
limtgtglim 11

    11tg
2

11e . 

2) 












 хх

хх

хx

хx

xx

xx

x
0

2

0

0

2

0
2

2

0 limlim2

1lim3lim

2

13
lim











0

1

002

1030
. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Из приведенных решений примеров видно, что на практике в 
простейших случаях вычисление предела сводится к подстановке в 

данное выражение значения 0xх  . Результат подстановки 

записывают в квадратных скобках. Если при вычислении предела 
получится неопределенное выражение, то его нужно преобразовать 
так, чтобы неопределенность «устранилась». 

Задача 4.1 

Вычислить предел 
9

152
lim

2

2

3 


 x

хx

x
. 

Решение 














 0

0

99

1569

9

152
lim

2

2

3 x

хx
x

. 

В результате получилось неопределенное выражение. Чтобы 
«раскрыть» эту неопределенность, разложим числитель и 
знаменатель дроби под знаком предела на множители. 

По формуле разности квадратов   bababa  22  

преобразуем знаменатель: 

  3339 222  xxxx . 
Учитывая свойство корней квадратного уравнения, т.е. 

теорему Виета: 
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,21

21

a

c
xx

,
a

b
xx

 

найдем корни квадратичной функции 1522  хx  в числителе 
дроби. Поскольку 1a , 15c , а один корень функции уже 

известен: 31 x , то второй корень определяется из соотношения: 

1521  xx  или 153 2  x . Следовательно, 52 x . 

Используя разложение квадратичной функции на линейные 

множители   21
2 xxxxacbхax  , где 21, xx  – корни 

функции, представим 

   531522  xxхx . 
Тогда 

   
    3

4

6

8

3

5
lim

33

53
lim

9

152
lim

332

2

3













 x

x

xx

xx

x

хx
xxx

. 

Из решения задачи ясно, что неопределенность была 
вследствие того, что в числителе и знаменателе был одинаковый 
множитель 3x , который обращал числитель и знаменатель в 
ноль. После сокращения дроби на этот множитель получилось 
определенное выражение. 

Задача 4.2 

Вычислить предел 
27

312
lim

33 


 x

x

x
. 

Решение 














 0

0

2727

3123

27

312
lim

33 x

x
x

. 

Разложить выражение под знаком предела на множители в 
данном случае «мешает» иррациональность. Поэтому сначала 
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избавимся от нее, умножая числитель и знаменатель дроби на 

выражение 312 x . 

   
   31227

312312
lim

27

312
lim

3333 







 xx

xx

x

x
xx

. 

В числителе получится разность квадратов: 

   22 bababa  , а в знаменателе можно заменить 

множитель 312 x  на его предел: 

  633312lim
3




x
x

. 

Сумму кубов 273 x  разложим на множители, учитывая 
формулы: 

   2233 babababa  , 

   2233 babababa  . 

Тогда   933327 2333  xxxxx . Поэтому 

   
    









 31227

312312
lim

27

312
lim

3333 xx

xx

x

x

xx

 
      











 6933

912
lim

6933

312
lim

232

22

3 xxx

x

xxx

x

xx
 

     








 693

1
lim

6933

3
lim

2323 xxxxx

x

xx
 

  162

1

627

1

6999

1






 . 

4.6. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 

Определение 1 

Функция )(x  называется бесконечно малой (б.м.) в точке 

0x  или при 0xx  , если 0)(lim
0




x
xx

.  
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Определение 2 

Функция )(xf  называется бесконечно большой (б.б.) в точке 

0x  или при 0xx  , если 


)(lim
0

xf
xx

. 

Теорема 1 

Если )(x  б.м. в точке 0x , то )(
1
х  – б.б. в точке 0x  и если 

)(xf  б.б. в точке 0x , то )(
1
хf  – б.м. в точке 0x . 

Например: функция 2xx  )(  является бесконечно малой в 

точке 00 x  и является бесконечно большой при x , т.к. 

0lim 2

0



x

x
, 



2lim x
x

, а функция 
2)(

1 1

xх
  является 

бесконечно большой в точке 00 x  и является бесконечно малой 

при x , 
 20

1
lim

xx
, 0

1
lim

2


 xx
. 

Определение 3 

Функция )(xf  называется ограниченной, если существуют 

числа m  и M , такие, что при всех допустимых значениях x  
справедливо неравенство Mxfm  )( . 

Функция )(xf  называется ограниченной в окрестности, если 

это неравенство выполняется только в некоторой окрестности 

U . 

Например, функция xx)f sin(   ограничена, т.к. 

1sin1  x , а функция 2( xx)f   может быть ограничена 

только в некоторой окрестности: 
в окрестности  0U , т.е. при  x , ее значения 

220  x , 
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в окрестности  2U , т.е. при  22 x , ее значения 

   222 22  x  

Теорема 2 

Произведение функции, б.м. в точке 0x , на ограниченную 

функцию (ограниченную в окрестности) является б.м. функцией в 
той же точке. 

Например, 0
1

sinlim
sin

lim 
 x

x
x

x

xx
, т. к. xsin  – 

ограниченная для всех x , а 
x

1
 – б.м. в точке  . 

Теорема 3 

Произведение конечного числа бесконечно малых функций 
является б.м. функцией в той же точке.  

Теорема 4 

Произведение конечного числа бесконечно больших функций 
является б.б. функцией в той же точке. 

Теорема 5 

Сумма конечного числа функций, б.м. в точке 0x , является 

б.м. функцией в той же точке. 

Теорема 6 

Сумма конечного числа функций, б.б. в одной точке, и 
имеющих одинаковый знак, является б.б. того же знака в той же 
точке. 

Теорема 7 

Сумма функции, б.б. в точке 0x , и функции, ограниченной в 

окрестности точки 0x  является б.б. функцией в той же точке. 
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4.7. Сравнение бесконечно малых функций 

Определение 1 

Пусть )(x  и )(x  – б.м. в точке 0x , тогда, если существует 

предел 

 
 

   















порядка.одногоб.м.xиxтоС

порядка,высокогоболееб.м.xто

порядка,высокогоболееб.м.xто

x

x
xx

,,0

,

,0

)(

)(
lim

0

 

Если 
)(

)(
lim

0 x

x

xx 



 не существует, то )(x  и )(x  называются 

несравнимыми. 

Например, если сравнить 1)( 2  xx  и 1)(  xx  в точке 

1x , то 2)1(lim
1

1
lim

1

2

1






x

x

x
xx

 и поэтому )(x  и )(x  

одного порядка. 
ЗАМЕЧАНИЕ 

Чаще всего сравнение б.м. ясно из их записи. Например, при 0x  

б.м. 
5x  – б.м. более высокого порядка, чем б.м. 

2x . 

Определение 2 

Две б.м. функции называются эквивалентными при 0xx  , 

если 1
)(

)(
lim

0





 x

x

xx
. Эквивалентность б.м. функций обозначается: 

)(~)(
0

xx
xx



. 

Теорема 1 

Если )(~)(
0

xx
xx



, то 

         xxfxxf
xxxx


 00

limlim , 
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т.е. под знаком предела любой сомножитель, являющийся б.м., 
можно заменить на эквивалентную ему б.м. 

Таблица эквивалентных бесконечно малых 

xx
x 0
~sin


 xe
x

x

0
~1


  

xx
x 0
~tg


 axa
x

x ln~1
0

  

xx
x 0
~arcsin


   xx
x 0
~1ln


  

xx
x 0
~arctg


   xx
x 0
~1ln


  

2
~cos1

2

0

x
x

x
    xx

x






0
~11  

При использовании таблицы эквивалентных б.м. следует 
понимать, что: 

1) x~e
x

x

0
1


 , но x~e

x

x 31
0

3


  и 21

2

2 


 x~e
x

x . 

2)   x~x
x 0

1ln


 , но   2

0

21ln x~x
x




 и 

  xx~x
xx 00

~sinsin1ln


 . 

При замене б.м. на эквивалентные б.м. следует учитывать, 
что: 

4. Сумма функций, б.м. в точке 0x , разного порядка 

эквивалентна б.м. меньшего порядка. 
Например: 

a) x~xx
x

22
0

3


 ; 

b)   x~xx~xxxx
xx 0

2

0 2

1
tg2cos1tg2cos1


 . 

2. Сумму б.м. функций одного порядка можно заменять на 
сумму эквивалентных им б.м., если в результате не получится 
ноль. В этом случае следует разложить заданное выражение на 
множители. 
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Например,   333

0

33 43sin3 xxx~xx
x




. 

Однако, xx sintg   не эквивалентно 0 xx . Поэтому 

21
~

cos

cos1
sinsintg

3
2

0

2

x
x

x

x
xxx

x

x








 



. 

Задача 4.3.a 

Вычислить предел 
xx

x

x 2arctg

13
lim

2

0 



. 

Решение 

Если использовать теоремы о пределах, то 










 0

0

2arctg

13
lim

2

0 xx

x

x
 получается неопределенность. Заменим 

б.м. на эквивалентные им б.м., используя таблицу. 

2

3ln

2

3ln
lim

2

3ln
lim

2arctg

13
lim

2

2

0

2

00

2












 x

x

xx

x

xx xx

x

x
. 

Задача 4.3.b 

Вычислить предел  x

xex

x 71ln

2cos
lim

2

0 



. 

Решение 

Если использовать теоремы о пределах, то 

  








 0

0

71ln

2cos
lim

2

0 x

xex

x
 получается неопределенность. В 

числителе дроби прибавим и вычтем единицу, а затем заменим 
б.м. на эквивалентные им б.м., используя таблицу. 

 

 
 














 

 x

xx

x

xe

x

x

x 7

2
2

1

lim
71ln

2cos11
lim

22

00

2
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0
7

0

7

3
lim

7

3
lim

7

2
lim

0

2

0

22

0

















x

x

x

x

xx

xxx
. 

4.8. Сравнение бесконечно больших функций 

Определение 1 

Пусть )(x  и )(x  – б.б. в точке 0x . Если существует 

предел 

 
 

   
















порядка.одногоб.б.xиxтоС

порядка,высокогоболееб.б.xто

порядка,высокогоболееб.б.xто

x

x

xx
,,0

,

,0

)(

)(
lim

0

 

Если 
)(

)(
lim

0 x

x

xx 



 не существует, то )(x  и )(x  называются 

несравнимыми. 

Например, 3)( xx   – б.б. более высокого порядка, чем 

xx 2)(  , поскольку 





 22
lim

2
lim

23

00

x

x

x
xxxx

. 

Определение 2 

Пусть )(x  и )(x  – б.б. в точке 0x . Если 1
)(

)(
lim

0





 x

x
xx

, 

то )(x  и )(x  называются эквивалентными б.б. что 

обозначается, как )(~)(
0

xx
xx



. 

Теорема 1 

Если )(~)(
0

xx
xx



, то 

         xxfxxf
xxxx


 00

limlim , 
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 т.е. под знаком предела любой сомножитель, являющийся б.б., 
можно заменить на эквивалентную ему б.б. 

При замене б.б. на эквивалентные б.б. следует учитывать, что: 
4. Сумма функций, б.б. в точке 0x , разного порядка 

эквивалентна б.б. высшего порядка. 

Например, 323 32 x~xxx
x 

 . 

2. Сумма функции, б.б. в точке 0x , и ограниченной 

эквивалентна этой б.б.  

Например, 44 23cossin22 x~xxx
x




. 

3. Сумму б.б. функций одного порядка можно заменять на 
сумму эквивалентных им б.б., если в результате не получится 
ноль. В этом случае следует разложить заданное выражение на 
множители. 

Например, xxx~xx
x

6335939 


, но 

5939  xx  нельзя заменять на эквивалентные б.б., т.к. в 
результате получается ноль. Поэтому 





1

5939
5939

xx
xx  

   






5939

59395939

xx

xxxx
 

   










5939

5939

5939

5939
22

xx

xx

xx

xx
 

xxxxxx x 3

1

6

2

33

2
~

5939

2














. 

Задача 4.4 a 

Вычислить предел 
xx

xx

x 


 3

52
lim

3

. 
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Решение 













 3

lim
3

lim
3

lim
3

52
lim

2333 x

x

x

x

x

xx

xx

xxxx
, 

поскольку 33 ~52 xxx
x 

  и xxx
x

3~3


 . 

Задача 4.4.b 

Вычислить предел 
4

34

3

523
lim

x

xx
x 




. 

Решение 

3
3

lim
3

523
lim

4

4

4

34
















 x

x

x

xx
xx

, 

поскольку 434 3~523 xxx
x 

  и 44 ~3 xx
x




. 

4.9. Непрерывность функции в точке и на промежутке 

Определение 1 

Функция )(xfy   называется непрерывной в точке 0x , если 

она определена в некоторой окрестности точки 0x  и 

)()(lim 0
0

xfxf
хx




. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Определение непрерывной функции можно переписать в виде 

)lim()(lim
00

xfxf
хxхx 

 , то есть под знаком непрерывной функции 

можно переходить к пределу. 

Определение 2 

Функция )(xfy   называется непрерывной слева (справа) в 

точке 0x , если она определена в точке 0x  и 

)()(lim 0
00

xfxf
хx




 (или )()(lim 0
00

xfxf
хx




). 
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Определение 3 

Если функция )(xfy   непрерывна в каждой точке 

некоторого интервала  bа; , то функция называется 

непрерывной на этом интервале. 

Определение 4 

Функция )(xfy   называется непрерывной на отрезке 

 ba; , если она непрерывна в каждой точке интервала  bа; , и 

непрерывна справа в точке а  и слева в точке b . 

4.10. Непрерывность элементарных функций. Свойства 
непрерывных функций 

Теорема 1 

Все элементарные функции и их суперпозиции непрерывны 
на их области определения. 

Теорема 2 

Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , то 

непрерывны в этой же точке их сумма  xgxf )( , 

произведение  xgxf )(  и частное  xg

xf )(
 (при 0)( 0 xg ). 

Теорема 3 

Если функция )(xg  непрерывна в точке 0x , а функция )(uf  

непрерывна в точке )( 00 xgu  , то сложная функция ))(( xgf  

непрерывна в точке 0x . 

4.11. Графики основных элементарных функций 

1. Линейная функция 

Графиком линейной функции bkxy  , где ktg  

является прямая (рис. 4.10) 
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y

 
Рис. 4.10. График линейной функции 

2. Квадратичная функция 

Графиком квадратичной функции 0,2  acbxaxy  

является парабола с вершиной в точке 
a

b
x

20  , ветви которой 

направлены вверх при 0a  и вниз при 0a ; 1x  и 2x  – корни 

функции (рис. 4.11). 

 
Рис. 4.11. График квадратичной функции 
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3. Обратная пропорциональная зависимость 

График обратной пропорциональной зависимости 
x

k
y   – это 

гипербола, асимптотами которой являются координатные оси 
(рис. 4.12). 

 
Рис. 4.12. График обратной пропорциональной зависимости 

4. Показательная функция 

Показательная функция xay  , где 0a  и 1a  (рис. 4.13).  

  
Рис. 4.13. График показательной функции 
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5. Логарифмическая функция 

Логарифмическая функция xу alog , где 0a  и 1a  

(рис. 4.14). 

 
Рис. 4.14. График логарифмической функции 

6. Тригонометрические функции 

Тригонометрические функции xy sin  (рис. 4.15) и xy cos  

(рис. 4.16) – периодические функции с периодом  2T ; это 
ограниченные функции 1sin1  x , 1cos1  x . 

x

y

1

1


2

 2

  
Рис. 4.15. График функции xy sin  
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x

y
1

1

 2
2



2

3


2

3

2




 
Рис. 4.16. График функции xy cos  

Тригонометрические функции 
x

x
xy

cos

sin
tg   (рис. 4.17) и 

x

x
xy

sin

cos
ctg   (рис. 4.18) – это периодические функции с 

периодом T ; функция xy tg  не определена в точках 

kx 



2

, функция xy ctg  не определена в точках kx  . 

x

y

2



2

3
2




2

3
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Рис. 4.17. График функции xy tg  

x

y

2


2

3
2


  2

 

Рис. 4.18. График функции xy ctg  

4.11. Классификация точек разрыва 

Если функция )(xf  не является непрерывной в точке 0x , то 

говорят, что она терпит в этой точке разрыв. 
Чтобы классифицировать точки разрыва функции дадим 

определение непрерывной в точке функции в развернутом виде. 
Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0x , если: 

1) )(xf  определена в некоторой окрестности точки 0x ; 

2) существуют конечные односторонние пределы 
)(lim

00

xf
xx 

 и )(lim
00

xf
xx 

; 

3) эти пределы равны и равны значению функции в точке 0x , 

т.е. 
)()(lim)(lim 0

00 00

xfxfxf
хxхx




. 
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Если в точке 0x  хотя бы одно из условий непрерывности 

нарушается, точка 0x  является точкой разрыва данной функции. 

1. Устранимый разрыв 

Точка 0x  является точкой устранимого разрыва, если 

существуют конечные односторонние равные между собой 
пределы: 

)(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 . 

При этом функция не определена в точке 0x  или 

)()(lim)(lim 0
00 00

xfxfxf
xxxx




. 

Например, функция 












2,

,2,2

2

4
)(

2

xопределенане

xx

x

x
xf  

имеет устранимый разрыв в точке 20 x  (рис. 4.19). 

 
Рис. 4.19. Устранимый разрыв 

2. Неустранимый разрыв первого рода 

Точка 0x  является точкой неустранимого разрыва 1 рода, 

если существуют конечные односторонние не равные между 
собой пределы, т.е. 

)(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 . 
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Например, функция 2

1

1
)( x

x

x
xf 




 , которую с учетом 

 







1,1

,1,1
1

xx

xx
x  

можно представить в виде 







1,

,1,
)(

2

2

xx

xx
xf  имеет 

неустранимый разрыв 1 рода в точке 10 x  (рис. 4.20). 

 
Рис. 4.20. Неустранимый разрыв 1 рода 

3. Неустранимый разрыв второго рода 

Если в точке 0x  хотя бы один из односторонних пределов не 

существует или равен  , то точка 0x  называется точкой 

неустранимого разрыва второго рода. 
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x

y

1

 
Рис. 4.21. Неустранимый разрыв 2 рода 

Например, функция 
1

1
)(




x
xf  имеет неустранимый 

разрыв второго рода в точке 10 x  (рис. 4.21). При построении 

графика учли, что график функции )( axfy   получается из 

графика функции )(xfy   сдвигом на a  вправо при 0a  и 

влево при 0a . 

Задача 4.5 

Исследовать функцию 

 













2,2ln

,20,4

,0,1

)( 2

xx

xx

xx

xf  на 

непрерывность: 

Решение 

Изобразим график этой функции (рис. 4.22). Точками разрыва 
функции )(xf  являются точки: 01 х  и 22 х . Чтобы выяснить 

характер разрыва в этих точках, определим в них односторонние 
пределы, которые ясны из построенного графика функции. 
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1
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Рис. 4.22. График заданной функции 

1) 














4)4(lim)(lim

1)1(lim)(lim

2

000

000

xxf

xxf

xx

xx   точка 01 х  – точка 

неустранимого разрыва 1 рода. 
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Следует отметить, что в точках разрыва функция непрерывна 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №3 

Задача 4. Вычислите предел функции 
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Задача 2. Вычислите предел функции 
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Задача 3. Вычислите предел функции 
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Задача 4. Вычислите предел функции 
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Задача 5. Исследуйте функцию )(xf  на непрерывность. 

Установите тип точек разрыва и изобразите график функции. 
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5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ 

5.1. Дифференцирование функций одной переменной 

Производная и ее геометрический смысл 

Определение 1 

Пусть функция  xf  задана на промежутке  ba,  и пусть 

точка  bax ,0  , а число x  такое, что новая точка 

 baxx ,0  . Приращением y  функции  xf  в точке 0x  

называется разность значений функции в точках xx 0  и 0x , 

т.е. 
   00 xfxxfy  . 

При этом число x  называется приращением аргумента. 

Определение 2 

Пусть функция  xf  задана на промежутке  ba,  и пусть 

точка  bax ,0  , а число x  такое, что точка  baxx ,0  . 

Производной функции  xf  в точке 0x  называется предел 

отношения приращения функции  y  к приращению аргумента 

 x  при условии, что приращение аргумента стремится к нулю, 

если этот предел существует и конечен. 
Для производной используются обозначения  0xf  , или 

просто y . Итак: 
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x

y
xfy

x 



 0

0 lim , 

или, учитывая определение 1, 

     
x

xfxxf
xfy

x 





00

0
0 lim . 

Геометрический смысл производной 

Производная функции  xf  в точке 0x  равна угловому 

коэффициенту касательной, проведенной к графику этой 
функции в точке с абсциссой 0x  (рис. 5.1). 

 
Рис. 5.1. Геометрический смысл производной 

Определение 3 

Если у функции  xfy   существует конечный 

   
x

xfxxf

x

y

xx 







00

00
limlim , 

то он называется производной в точке 00 x  справа. 

Если у функции  xfy   существует конечный 

   
x

xfxxf

x

y

xx 







00

00
limlim , 

то он называется производной в точке 00 x  слева. 
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Производные справа и слева называются односторонними 
производными. 
ЗАМЕЧАНИЕ 

Для функции xy   существуют и конечны односторонние 

производные. При этом производная справа равна 1 , а производная 
слева равна 1  (рис. 5.2). 

 
Рис. 5.2. График функции xy   

Правила дифференцирования 

Теорема 1 

Если функция  xf  тождественно равна постоянной, то 

производная от нее тождественно равна нулю, то есть, если 
  cxf  , то   0 xf . 

Теорема 2 

Если функции  xf  и  xg  дифференцируемы в точке x , то 

функция    xgxfy   тоже дифференцируема в точке x  и ее 

производная вычисляется по правилу: 

        xgxfxgxf  . 

Теорема 3 

Если функции  xf  и  xg  дифференцируемы в точке x , то 

функция    xgxfy   тоже дифференцируема в точке x  и ее 

производная вычисляется по правилу: 

            xgxfxgxfxgxf  . 
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Следствие 

Если функция  xf  дифференцируема в точке x , а c  – 

конечное число, то функция  xfcy   тоже дифференцируема 

в точке x  и при этом 

    xfcxfc  . 

Теорема 4 

Если функции  xf  и  xg  дифференцируемы в точке x  и 

  0xg , то функция 
 
 xg

xf
y   тоже дифференцируема в точке 

x  и ее производная вычисляется по правилу: 

 
 

       
 xg

xgxfxgxf

xg

xf
2














. 

Теорема 5 

Если функция  xy  монотонна на промежутке  ba;  и 

дифференцируема в точке  bax ; , то существует обратная 

функция  yxx  , которая дифференцируема в точке y  и ее 

производная определяется из соотношения 

x
y y

x



1

. 

Теорема 6 

Если функция  xu  дифференцируема в точке x  и функция 

 ufy   дифференцируема в точке  xuu  , то суперпозиция 

функций (сложная функция)   xufy   дифференцируема в 

точке x  и ее производная по переменной x  вычисляется по 
правилу: 

xux ufy  , 

при этом нижние индексы показывают, по какой переменной 
берется производная. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 

Правило дифференцирования суперпозиции функций (сложной 
функции) следует понимать так, что если требуется вычислить 

производную от функции xy 2sin , то следует иметь в виду, что 

вычисляется производная суперпозиции функций 
2uy  , где 

xu sin . Тогда следует вычислить производную 

  uuy uu 22 


  и производную   xxu xx cossin  . Далее по 

правилу дифференцирования сложной функции  

xxuuy x cossin22  . 

Из теорем данного параграфа можно сформулировать 
следующие правила дифференцирования: 

1.   0c . 

2.         xgxfxgxf  . 

3.             xgxfxgxfxgxf  . 

4.     xfcxfc  . 

5. 
 
 

       
 xg

xgxfxgxf

xg

xf
2














. 

6.     xuxx ufxufy  . 

Производные основных элементарных функций 
Производные основных элементарных функций известны из 

школьного материала. Рассмотрим функции, которые в школьном 
курсе не изучались. 

Гиперболических функции и их производные 
Гиперболическими называются следующие функции: 
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2
sh

xx ee
x


  – гиперболический синус; 

2
ch

xx ee
x


  – 

гиперболический косинус; 
x

x
x

ch

sh
th   – гиперболический тангенс; 

x

x
x

sh

ch
cth   – гиперболический котангенс. 

Для гиперболических функций справедливы соотношения: 

xxxxxxxx 2shchsh2;2chshch;1shch 2222  ; 

x
x

x
xxx

2
2

2
2

sh

1
cth1;

ch

1
th1;1cthth  . 

Для производных гиперболических функций справедливы 
соотношения: 

    ;shch;chsh xxxx   

   
x

x
x

x
22 sh

1
cth;

ch

1
th  . 

Доказательство 

  x
eeee

x
xxxx

ch
22

sh 












 




; 

  x
eeee

x
xxxx

sh
22

ch 












 




. 

  












x
xxxx

x
x

x 2ch
shhcchhs

ch
sh

th  

xx

xx
22

22

ch

1

ch

shch



, 

так как 1shch 22  xx . 
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xxx
x

22 ch

1

th

1

th

1
cth

xxx

x
222

2

sh

1

ch

1

sh

ch
 . 

Производные основных элементарных функций приведены в 
таблице 1. 

Таблица 1. Производные основных элементарных функций 

  1 


xx   
21

1
arcsin

x
x


  

  xx ee 


  
21

1
cosarc

x
x


  

  aaa xx ln


  
21

1
arctg

x
x


  

 
x

x
1

ln    
21

1
arcctg

x
x


  

 
ax

xa ln

1
log     xx chsh   

  xx cossin     xx shch   

  xx sincos    
x

x
2ch

1
th   

 
x

x
2cos

1
tg    

x
x

2sh

1
cth   

 
x

x
2sin

1
ctg   

 

При вычислении производных элементарных функций 
следует использовать таблицу производных и правила 
дифференцирования. 

Например, функция   23cos  xy  является 

суперпозицией трех функций 2
1

uy  , где  23cos  xu . Если 

использовать теорему 6, то: 
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2323cos
2

1

2

1
2
1

2
1 1

xxuuuy  

     323sin23cos
2

1
2
1




xx  

или 
 
 23cos2

23sin3





x

x
y . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Производная степенной функции xy   очень часто встречается в 

задачах. Рекомендуем ее запомнить  
x

x
2

1



. Производная 

степенной функции 
x

y
1

  очень часто встречается в задачах. 

Рекомендуем ее запомнить 
2

11

xx











. 

Задача 5.1 

Вычислите производную функции 
 2

3

23

1

x

x
y




 . 

Решение 

По правилу дифференцирования частного функций (теорема 
4): 

 

    
 













 
























4

2323

2

3

23

231231

23

1

x

xxxx

x

x
y  

      

 








4

323

3

23

23232123
12

1

x

xxxxx
x  
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4

32

3

23

23232123
12

1
3
1

x

xxxxx
x  

    

 4

32

3

23

2232123
3

1

12

1
3
2

x

xxxx
x








. 

Задача 5.2 

Вычислите производную функции 

x
x

x
xy 22 tg

1
arctg)1ln( 


 . 

Решение 

По правилам дифференцирования произведения функций 
(теорема 3) и суммы функций (теорема 2): 

    















 x
x

x
x

x

x
xy 222 tg

1
arctg)1ln(

1
arctg)1ln(  

  






























1

1
1

1
)1ln(

1
arctg1

1

1
2

22
2 x

x

x

x
x

x

x
x

x

  






1

arctg2
1

1
tgtg2

2 x

x
x

x
xx  

 
 



















x

x
x

xx

x

x
x

222
2

cos

1
tg2

1

111

1
1

1
)1ln(  

 























22

2
2 1

1

1
1

1
)1ln(

1
arctg

1

2

x

x

x
x

x

x

x

x
 

x
x

2cos

1
tg2  . 
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Дифференциал. Формула дифференциала 

Определение 4 

Пусть функция  xf  имеет конечную производную в точке 

0x , принадлежащей ее области определения и пусть x  

приращение аргумента x  в точке 0x . Дифференциалом dy  в 

точке 0x  называется число, определяемое формулой: 

  xxfdy  0 . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Следует понимать, что дифференциал является функцией двух 

переменных x  и x . 

Например, значение дифференциала функции    1ln  xxf  

в точке 00 x  при 01,0x  вычисляется следующим образом: 

       1
1

1
1

1

1
1ln 







x
x

x
xxf . 

    1
10

1
00 


 fxf . 

    01,001,0100  xxfxdy . 
В произвольной точке x  формула дифференциала имеет вид:  

  xxfdy  . 
Поскольку для функции xy   в любой точке производная 

  1 xf , то дифференциал для нее совпадает с ее приращением, 

то есть xdxdy  . Учитывая это, формулу для дифференциала 

записывают в виде:  
  dxxfdy  . 

Из определения и формулы дифференциала следует, что при 
вычислении дифференциала справедливы правила, аналогичные 
правилам дифференцирования. 

Правила дифференцирования 

–   0cd , если constc . 
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–      xfdcxfcd  , если constc . 

–           xgdxfdxgxfd  . 

–               xgdxfxgxfdxgxfd  . 

– 
 
 

         
 xg

xgdxfxgxfd

xg

xf
d

2











, если   0xg . 

Производные высших порядков 

Определение 5 

Пусть функция  xfy   дифференцируема в точках 0x  и 

xx 0 . Если существует конечный предел 

   
x

xfxxf

x 



00

0
lim , то он называется второй производной 

функции  xfy   в точке 0x  и обозначается y   или  0xf  . 

При этом функция  xfy   называется дважды 

дифференцируемой в точке 0x . 

Аналогично определяются производные более высокого 

порядка  0xf  ,  0xf iv , ….,   0xf n . 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Из определения производных высших порядков следует, что вторая 
производная – это производная от первой производной, третья 
производная – это производная от второй производной, и так далее. 

Задача 5.3 

Вычислить вторую производную y   функции 
xe

x
y   в 

произвольной точке x . 

Решение 

Сначала вычислим первую производную, используя правило 
дифференцирования частного двух функций: 
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 2
1

x

xx

x
e

exe

e

x
y










 . 

Упростим это выражение 
 

xx

x

e

x

e

xe
y







11
2

 и вычислим 

вторую производную. 

     
 

 
x

xx

x

xx

x e

exe

e

exex

e

x
y

22

1111 













 

 . 

Полученное выражение можно упростить. 

   
xxx

x

e

x

e

x

e

xe
y

2211
2








 . 

Дифференциалы высших порядков 

Определение 6 

Пусть функция  xfy   дважды дифференцируема в точке 

x . Дифференциалом второго порядка от функции  xf  или 

вторым дифференциалом в точке x  называется дифференциал от 
ее первого дифференциала  dyd . Второй дифференциал 

обозначается yd 2 . 

Аналогично определяется дифференциал третьего порядка 

yd 3 , четвертого порядка yd 4 , и так далее. 

Формула второго дифференциала 

Если функция  xfy   дважды дифференцируема и x  

независимая переменная, то формула для второго дифференциала 
имеет вид: 

   22 dxxfyd  . 
Аналогично, если x  независимая переменная, то формула для 

дифференциала n –го порядка имеет вид: 
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    nnn dxxfyd  . 
Например, дифференциал второго порядка для функции 

xey sin  вычисляется следующим образом. 

Вычислим первую производную: xey x cossin  . Затем, 

вычислив вторую производную 

 xexxey xx sincoscos sinsin  , 
проведем в полученном выражении все упрощения 

 xxey x sincos2sin  . Используя формулу второго 

дифференциала  22 dxyyd  , запишем второй дифференциал 

в виде: 

   22sin2 sincos dxxxeyd x  . 

Правила Лопиталя 

Если функции  xf  и  xg  дифференцируемы в окрестности 

 0xU  точки 0x  и если выполняется условие     000  xgxf , 

причем   0' 0 xf  или   0' 0 xg , то существует предел 

 
 

 
 0

0

'

'

0

0
lim

0 xg

xf

xg

xf

xx







. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Можно доказать правило Лопиталя в общем виде 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xxxx 








 00

lim
0

0
lim . 

Это замечание позволяет применять правило Лопиталя несколько 

раз, то есть для дважды дифференцируемых в окрестности  0xU  

функций  xf  и  xg  предел их отношения равен: 

 
     

     
 0

0
0
0

0
0

00

limlim
xg

xf

xg

xf

xg

xf

xxxx 









, 
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в том случае, когда   00  xf  или   00  xg .  

Если же     000  xgxf , а функции  xf  и  xg  – трижды 

дифференцируемы в окрестности  0xU , то правило применяется 

еще раз, и так далее, до тех пор, пока не устранится 
неопределенность. 

Задача 5.4.a 

Вычислите предел 
20

1sin
lim

x

ex x

x

 


, используя правило 

Лопиталя. 

Решение 

Используем правило Лопиталя три раза: 














 





 0

0

2

cos
lim

0

01sin
lim

020 x

ex

x

ex x

x

x

x

2

1

2

sin
lim

0









x

x

ex
. 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Правило Лопиталя справедливо и в том случае, когда 

    


xgxf
xxxx 00

limlim . 

Задача 5.4.b 

Вычислите предел 
x

x

x sinln
ln

0
lim


, используя правило Лопиталя. 

Решение 

 
xx

x

x x
x

x

xx
x

x cos

sin
lim

cos
limlim

0
sin

1

1

0sinln
ln

0 






 . 

Поскольку xx
x 0

~sin


, то 

  1
cos

1
lim

cos
lim

cos

sin
lim

000
0

0





 xxx

x

xx

x

xxx
. 
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Задача 5.4.c 

Вычислите предел   x

x
x 3tg

0
sinlim


, используя правило 

Лопиталя. 

Решение 

   03tg

0
0sinlim 



x

x
x . Такой вид неопределенности 

раскрывается с помощью основного логарифмического 

тождества aea ln . Представим сложно–показательную 
функцию под знаком предела в виде: 

       xxxxx eex 3tgsinln3tgsinln3tgsin  . 
Затем вычислим предел показателя 

      









 x

x
xx

xx 3ctg

sinln
lim0sinln3tglim

00
. 

Применяя правило Лопиталя, получим 

 
x

xxx

x

x
x

x

x

xx sin

cos3sin
lim

cos
lim

3ctg

sinln
lim

2

03
1

3sin

3
sin

1

00
2


















. 

0
1cos




x
x , а бесконечно малые при 0x  функции x3sin 2  и 

xsin  можно заменить под знаком предела эквивалентными 

бесконечно малыми функциями  23x  и x . Учитывая это, 

получим 

      09lim
9

lim
13

lim
3ctg

sinln
lim

03
1

2

03
1

2

03
1

0






x

x

x

x

x

x

x

xxxx
. 

Тогда   1limsinlim 03tgsinln

0

3tg

0
 


eex xx

x

x

x
. 

Наибольшее и наименьшее значения непрерывной на 
замкнутом промежутке функции 

Функция, непрерывная на замкнутом промежутке, принимает 
на нем наибольшее и наименьшее значения. Эти значения могут 
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достигаться в точках, в которых   0 xf  или    xf , а также 

на концах промежутка. 
Для функции, график которой показан на рисунке 5.3, 

точками, в которых может достигаться наименьшее или 
наибольшее значения, являются точки: 

1. 1x  и 2x  – в этих точках    xf  (касательная 

перпендикулярна оси Ox ). 

2. 3x  – в этой точке   0 xf , точка минимума (касательная 

параллельна оси Ox ). 
3. ax   и bx   – концы промежутка. 
Из рисунка ясно, что функция достигает наибольшего 

значения на левом конце промежутка в точке ax   и 
наименьшего – в точке минимума 3x . 

 
Рис. 5.3. Наибольшее и наименьшее значения функции 

ЗАМЕЧАНИЕ 

Точки, в которых   0 xf  или    xf , называются 

«подозрительными на экстремум» или критическими. 

Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции 
 xf , непрерывной на промежутке  ba; , нужно: 
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– найти все ее критические точки; 
– вычислить значения функции во всех критических точках; 
– вычислить значения  af  и  bf ; 

– среди полученных чисел найти самое большое и самое 
маленькое. 

Задача 5.5 

Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

  3 22
3
1 xxxf   на промежутке  8,8 . 

Решение 

Заданная функция непрерывна на всей числовой оси. 
Производная функции равна 

 
3

3

3
2

33
2

3
2

3
2 11

3
1

x

xx

x
xxxxf











 

. 

Производная   0 xf  при 1x  и производная    xf  

при 0x . Вычислим значения функции в этих точках: 

 
3
21 f .   00 f . Значения функции на концах заданного 

промежутка равны:  
3
1178 f . Следовательно, наибольшее 

значение функции равно 3
117  при 8x , наименьшее значение 

функции равно 3
2  при 1x . 

5.2. Дифференцирование функций двух и нескольких 
переменных 

Дифференцирование функции двух переменных 

Если функция  yxfz ,  определена на множестве D  точек 

плоскости и точка   DyxM 000 , , то частной производной 

функции  yxfz ,  по переменной x  в точке 0M  называется 

предел: 
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x

yxfyxxf
M

x

z

x 







0000

0
0

,,
lim , 

а частной производной функции  yxfz ,  по переменной y  в 

точке 0M  называется предел 

     
y

yxfyyxf
M

y

z

y 







0000

0
0

,,
lim , 

если эти пределы существует и конечны. 
ЗАМЕЧАНИЕ 

Из определения следует, что при дифференцировании функции двух 
переменных по переменной x  следует считать y  постоянной. При 

дифференцировании функции двух переменных по переменной y  

постоянной следует считать x . Все правила дифференцирования, а 
также таблица производных при этом остаются справедливыми. 

Например, для функции yxz  , являющейся степенной 
относительно переменной x  и показательной относительно 
переменной y , частные производные имеют вид: 

1

 yxy
x

z
,     xx

y

z y ln



. 

Задача 5.6 

Вычислить частные производные функции двух переменных 

22

1

yx

xy




. 

Решение 

По правилу дифференцирования частного двух функций и по 
таблице производных: 

   







 






 





2
22

2222 11
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yxxyyxxy
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22 2
2

1
1
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1
1
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x
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   322

3

322

232

yx

xy
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 , 

или после упрощений 

   

   















322

232

322

22 1

yx

yxxyxy

yx

xxyyxy

x

z
 

 322

3

yx

xy




 . 

Поскольку переменные x  и y  входят в аналитическое 

выражение функции симметрично, то частную производную по 
переменной y  можно получить, заменяя в частной производной 

x

z




 x  на y , а y  на x , т.е. 

 322

3

yx

xy

y

z









. 

Дифференцирование функции нескольких переменных 
Аналогично определяются и вычисляются частные 

производные функций трех и более переменных. 
Например, частные производные функции трех переменных 

yzx
z

y

y

x
w 2  имеют вид: 

    xyz
y

yzxx
yx

w
2

1
0

1 2 






, 
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    zx
zy

x
zyxy

zy
x

y

w 2
2

2 111

















, 

  yx
z

y
zyx

z
y

z

w 2
2

21
0 













. 

Дифференциал функций двух и нескольких переменных 

Дифференциал функции двух переменных  yxfz , , 

имеющей в точке  000 ,yxM  конечные частные производные 

имеет вид: 

    yyx
y

z
xyx

x

z
dz 








 0000 ,, , 

где yx  ,  – приращения аргументов x  и y . 

Поскольку dxx   и dyy   для независимых переменных 

x  и y , то дифференциал функции двух переменных, 

вычисленный в произвольной точке  yx, , записывается в виде: 

    dyyx
y

z
dxyx

x

z
dz 








 ,, . 

Если функция n  переменных  nxxxfw ,...,, 21  имеет 

конечные частные производные в точке  00
2

0
10 ,...,, nxxxM  из ее 

области определения, то дифференциалом функции 
 nx,xxf ,..., 21  в точке 0M  и называется число dw , которое 

определяется формулой: 

  i

n

i i
xM

x

w
dw 




 


0
1

 

или 

  in

n

i i
dxxxx

x

w
dw 




 


,...,, 21
1

 

для независимых переменных ni xxxx ,...,,...,, 21  в произвольной 

точке  nxxx ,...,, 21 . 
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Если  nxxxfu ,...,, 21  и  nxxxgv ,...,, 21  – функции n  

переменных, то при вычислении дифференциалов справедливы 
следующие правила: 

1.   ducucd  , где constc  ; 

2.   dvduvud  ; 

3.   duvdvuvud  ; 

5. 
2v

duvdvu

v

u
d











; 

5.   dvfvdf v  . 

Эти правила удобно использовать при вычислении 
дифференциалов сложных функций. Например, дифференциал 

функции трех переменных xyzu 3  имеет вид: 

     dzxydyxzdxyzxyzddu xyz
xyz

xyz 


 3ln33 . 

Производные высших порядков 

Пусть функция  ni xxxxf ,...,,...,, 21  имеет частные 

производные в точке  000
2

0
10 ,...,,...,, ni xxxxM  из ее области 

определения. Будем называть их частными производными 
первого порядка. Так как они являются функциями тех же 
переменных, что и данная функция, то у каждой из них могут 
существовать частные производные по любому из этих 
аргументов. 

Полученные таким образом частные производные называются 
частными производными второго порядка. 

В частности, для функции двух переменных  yxfz ,  

можно составить четыре частных производных второго порядка, 
которые обозначаются следующим образом:  

22

2

x
z

x

z

x

z

x



















;     22

2

y
z

y

z

y

z

y




















; 
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xyz
yx

z

y

z

x

















 2

;      yxz
xy

z

x

z

y
















 2

. 

Аналогично даются строгие определения для остальных 
частных производных второго порядка. Частные производные от 
частных производных второго порядка называются частными 
производными третьего порядка, и.т.д. 

Задача 5.7 

Вычислить все частные производные второго порядка для 

функции  xyyxz cos2  . 

Решение 

Частные производные первого порядка:  

    xxyxy
y

z
yxyy

x

z









sin2;sin2 . 

Частные производные второго порядка: 

    2
2

2
2

2

2

sin2;cos xxyx
y

z
yxy

x

z










; 

   xyxyxyy
yx

z
sincos2

2





; 

   xyyxxyy
xy

z
sincos2

2





. 

Из решения задачи ясно, что так называемые смешанные 

производные равны, т.е. 
xy

z

yx

z







 22

. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 

Если функция  yxfz ,  определена вместе со своими 

частными производными 
x

z




, 
y

z




, 
yx

z


2

 и 
xy

z


2

 в некоторой 
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окрестности точки  000 , yxM , причем смешанные частные 

производные 
yx

z


2

 и 
xy

z


2

 непрерывны в точке  000 , yxM , то 

xy

z

yx

z







 22

. 

Дифференциалы высших порядков 

Рассматривая первый дифференциал 

  in

n

i i
dxxxx

x

w
dw 







,...,, 21
1

 

как функцию переменных nxxx ,...,, 21  при фиксированных 

ndxdxdx ,...,, 21 , определяют дифференциал второго порядка или 

второй дифференциал, как дифференциал от ее первого 

дифференциала. Второй дифференциал обозначают wd 2 , для 
него справедлива формула: 

  jin

n

ji ji
dxdxxxx

xx
w

wd 



 


,...,, 21

1,

2
2 . 

В частности, для функции двух переменных  yxfz , , 

учитывая независимость частных производных от порядка 
дифференцирования в точках их непрерывности, справедливо: 

   2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y

z
dydx

yx

z
dx

x

z
zd 













 . 
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ЗАМЕЧАНИЕ 

Аналогично определяются дифференциалы более высокого порядка. 
Дифференциал третьего порядка или третий дифференциал – это 
дифференциал от второго дифференциала, и так далее. При этом 
важно понимать, что для существования дифференциала n –го 
порядка функция должна иметь дифференцируемые частные 

производные по всем переменным до производных  1n -го 

порядка. Такие функции называются n  раз дифференцируемыми. 

Легко показать, что для функции двух переменных  yxfz ,  

формула для третьего дифференциала имеет вид: 

      













 2

2

3
2

2

3
3

3

3
3 33 dydx

yx

z
dydx

yx

z
dx

x

z
zd

 3
3

3

dy
y

z





. 

Например, третий дифференциал zd 3  функции 

 yxz 5cos   вычисляется следующим образом: 

Первый дифференциал    dydxyxdz 55sin  . 

Поскольку выражение dydx 5  не зависит от переменных x  и 

y , то второй дифференциал имеет вид 

   22 55cos dydxyxzd  , а третий дифференциал 

   33 55sin dydxyxzd   или 

          32233 12575155sin dydydxdydxdxyxzd  . 
Формулы для второго дифференциала функции двух 

переменных  yxfz ,  удобно записывать в символическом 

виде: 

zdy
y

dx
x

zd 22

















 , 



 
 

183

где под записью 
x


 понимается операция взятия частной 

производной по переменной x , а под записью 
y


 понимается 

операция взятия частной производной по переменной y . 

В общем случае для дифференциала n  – го порядка функции 

двух переменных  yxfz ,  справедлива формула: 

zdy
y

dx
x

zd nn

















 . 

Задача 5.8 

Найти первый и второй дифференциал функции 
xyzezyzxw  223 . 

Решение 

Формула первого дифференциала:  

dz
z

w
dy

y

w
dx

x

w
dw












 . 

Поскольку 

yzezx
x

w xy

 23 , xzeyz

y

w xy

 22 , xyezyx

z

w



 23 2 , 

то 

     dzezyxdyxzeyzdxyzezxdw xyxyxy  2322 223 . 
Формула второго дифференциала:  

      













 2

2

2
2

2

2
2

2

2
2 dz

z

w
dy

y

w
dx

x

w
wd  

dydz
zy

w
dxdz

zx

w
dxdy

yx

w














222

222 . 

Вычислим вторые производные: 

2
2

2
6 yzexz

x

w xy



, 22

2

2
2 xzez

y

w xy



, 2

2

2
2 y

z

w





, 
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xyze
yx

w



2

, yex
zx

w xy


 2
2

3 , xyxeyz
zy

w





4
2

. 

Поэтому: 

         22222222 226 dzydyxzezdxyzexzwd xyxy  

   dydzxeyzdxdzyexdxdyze xyxyxy  42322 2 . 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №4 

Задача 1. Вычислите производную заданной функции 

1. 
x

xxx
y





115

)243(2 23

. 2. 
)4(2

8
2

24






x

xx
y . 

3. 
 2
3

2

1
3






x

x
y .5.  4. 

1

1
3

3 2





x

xx
y . 

5. 
x

xx
y

423

12 2




 .  6. 
7

233 5





x

xx
y . 

7. 
5120

3)24()62(

x

xx
y


 . 8. 

3 23

3

)2(

34

x

x
y




 . 

9. 
4

2

312 x

x
y


 .   10. 

324

24

x

x
y


 . 

11. 
12

8

12

81)1(

x

xx
y


 . 12. 

3

36

8

2

x

xx
y




 . 

13. 
2

2

212

1

x

x
y




 .  14. 

12

2






x

xx
y . 
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15. 
54

2 42





x

xx
y . 16. 

3

3
3

2






x

x
y . 

17. 
3

24

1

2

x

xx
y




 .  18. 

2

542





x

xx
y . 

19. 
21

1

x

x
y




 .  20. 

2

322

x

x
y


 . 

21. 
24

1

x

x
y


 .  22. 

 
3

32

3

1

x

x
y


 . 

23. 

5

1

2 




x

x
y .  24. 5 3

2

2

1

xx

x
y




 . 

25. 
xx

x
y

25

2
2

5




 .  26. 
3

2

6

8

x

x
y


 . 

27. 
xx

xx
y

5

2
3

52




 . 28. 
xx

xx
y






3

33

. 

29. 
4

534





x

xx
y . 30. 

 231

1 4
3

x

x
y




 . 

31. 
2

1
3 



x

x
y

2

.  32. 
2

2

x

xx
y


 . 

33. 
xx

xx
y





2

32

.  34. 
2

3 32





x

xx
y . 

35. 
xx

xx
y






3

3 2
. 36. 

 231

1 4
3

x

x
y




 . 

Задача 2. Вычислите производную заданной функции 
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1. x
x

x
xy 





1

1
arctg)56( .  2. )2(ln42 xxy  . 

3. )tg1ln(tg 2 xxy  .  4. 
4

1
ln

6

5
arctg

2

2






x

x
xy . 

5. 
x

xx
y




arctg
.   6. 

2

6

2
arcsin6

xx
y


 . 

7. xxy arctg1arcsin  . 8. x
x
x

y arctg
2
1

1
1

ln
4
1





 . 

9. 
3

2
arctg

4
2 x

xx
x

y  .  10. 
32

arctg1




x

x

x
y . 

11. 
x

x

x
y

4

2
arctg

4 2

3
 .  12. 

xx

x
y

1

6

13
arctg  . 

13. 
xx

x
y

2arcsin
 .                  14. x

x

e
y

x
2

ctg
sin2

3
2

 . 

15. xxy x 3tgarcsin3 2cos2
 .     16. 

 
x

x
exy x





2

1lncos . 

17. 
x

x
ey x arcsin2tg  .                  18. xxxy sin3

2
2ln 










 . 

19. xy
x

22 sinarcsin  .                 20. 23 1arcsintg xxy  . 

21. 
3

1
arcsin5 2 


x

xxy .      22. xarccos3
3ctg


x

x
y . 

23. xey x arcsin2cos  . 24. 
xx

x
y

22 cos

1

2

arccos
 . 

25. xxxy arccos98 2  . 26. 
12

31
ln

1
arctg






x

x

x
y . 
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27. 
x

ey x 2
arccos3tg   .  28. 

xxx

x
y

3

1arctg
2

 . 

29.  
2

2cos2 xxxy  .              30.  1log
arctg

cos2 2
3  x

x

x
y . 

31.  2arccos3tg   xey x .  32. 
xx

x
y

1arctg
3

 . 

33. 
x

xey x 1
arccos2   .  34.  1log

ctg 2
5  x

x

x
y . 

35.  3arccos3 33  xxy x . 36.
2

33
lnarctg






x

x
xy . 

Задача 3. Найдите вторую производную заданной функции 

1. 




  21ln xxy . 2. 

1

2





x

xx
y . 

3. 
 2

2

2


x

x
y . 4. 

x
y

1
arctg . 

5. xy arcsin . 6.  1ln 2  xy . 

7. 
3

2




x

x
y . 8. 

1

2 2





x

x
y . 

9. xexy  . 10. xxy arctg . 

11. 21 xxy  . 12. 322  xxy . 

13. 
x

x
y

1
 . 14. 

1

2





x

x
y . 

15. 2arctg xy  . 16. xey x 3sin2 . 
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17. xey x 2cos . 18.    5ln5 22  xxy . 

19. xxey 3 . 20.   xxy arctg1 2 . 

21. 
4

2
2 


x

x
y . 22. 

3

12





x

x
y . 

23. 
2xxey  . 24.  1ln2  xy . 

25. 
2

1

2












x

x
y . 26. 

5

2




x

x
y . 

27. xy 3sin . 28. xy 2arctg . 

29. 
x

x
y

ln
 . 30.  21ln xxy  . 

31. xy 4sin2 . 32.  2arctg  xy . 

33. 
2

ln

x

x
y  . 34. 

22xexy  . 

35. xxy ln2  . 36. xexy  2 . 

Задача 4. Вычислите предел, используя правило Лопиталя 

1. 
xx

xee xx

x sin

4
lim

22

0 
 


. 2. 

x

xe x

x 3cos1

12
lim

2

0 



. 

3.   xx

xxex

x 


 1ln

cos
lim

0
. 4. 

xx

xee xx

x 
 

 sin

2
lim

0
. 

5. 
x

x

x 4sin

1ctg
lim

4




. 6. 
 
 33ln

ln
lim

2

01 


 xx

xx
. 
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7.  x

x

x 



 2ln

sinln
lim 2

01
. 8. 

x

x

x 


 tgln

2sinln
lim

01
. 

9. 
x

x

x 2sinln

3tgln
lim

0
. 10.  x

x

x cos1ln

sinln
lim

2


. 

11. 
xx

xxex

x 


 sin

5,1cos
lim

2

0

2

. 12. 
x

x

x 3cos1

sinln
lim 2


. 

13.   22

2

0 1ln

1
lim

2

xx

xex

x 



. 14. 






2

2

2 arcsin2

arctg4
lim

x

x

x
. 

15. 


2

2

2 arcsin2

arccos
lim

x

x

x
. 16. 

 
 303 ln

3lncos
lim

ee

xx
xx 




. 

17. 
 
x

xx

x 



 ctg

1lntg
lim 2

1
. 18. 

 
 xx

xx

x 


 2ln

3ln
lim . 

19. 
 

xx

x

x ln

3ln
lim




. 20. 
 
 2ln

1ln
lim

2

2




 x

xx

x
. 

21.  1lnlnlim
01




xx
x

. 22. 









 xxx

1

arctg

1
lim

0
. 

23.   x

x
x cos22lim

2




. 24.   x

x
x sin2

0
2arctglim


. 

25.   x

x
x 


ctglim . 26.   xx

x
ln
1

ctglim
0

. 

27.   x

x
x ln

0
tg1lim 


. 28.   xx

x
ln

2
sin2lim

0
. 
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29.   xx

x
x

3

2lim 


. 30.   xx

x
ex

1

0
lim 


. 

31. 
2

2 cos1

sin
lim

xx

x
 


. 32.  3

6

3 sin

cos
lim

eex

x

x 




. 

33. 
x

x

x 



 ctg

tg
lim 4

2
. 34. 

 
 43ln

12ln
lim

2

2




 x

x

x
. 

35. 
 

xx e

x 1ln
lim




. 36. 
 
 23ln

ln
lim

2

2




 x

xx

x
. 

Задача 5. Найдите наибольшее и наименьшее значения 
функции на заданном отрезке 

1. 3 2 )1()2(2 xxy  , ]4,3[x . 

2. 
52

)3(2
2

2






xx

x
y , ]3,3[x . 

3.    3 2 7121  xxy , ]5,1[x . 

4. 33 11  xxy ,  1,0x . 

5. 59
108

2 2 
x

xy , ]4,2[x . 

6. 3 2 )3(2  xxy ,  6,1x . 

7. 3 2 )6(2  xxy ,  1,2x . 

8. 13
1

16
22 




x
xxy   5,2x . 
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9. 3 2 )4()1(2  xxy , ]4,0[x . 

10.  



x
xy , ]1,4[ x . 

11.    3 2 522 xxy  ,  5,1x . 

12. 52 2
8

2

2
 x

x xy , ]1,2[x . 

13.  3 2 32  xxy ,  3;1x . 

14. 
1

1





x

x
y ,  4;0x . 

15. xxy 2 ,  4;0x . 

16. 52 24  xxy ,  2;2x . 

17. 3 2100 xy  ,  8;6x . 

18. 





x

x
y ,  3;0x . 

19. 
 

52

32
2

2






xx

x
y , ]1,5[x . 

20. 
24

4

x

x
y


 , ]2,4[x . 

21. 824  xxy ,  7,1x . 

22. 212  xxy ,  5,1x . 

23. 
 

54

322
2 




xx

xx
y ,  1,2x . 
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24. 
 

22

772
2

2






xx

xx
y ,  4,1x . 

25. 
 22

4
3




x
xy ,  2,1x . 

26. 2)5()1(23 2  xxy , ]3,3[x . 

27. 54  xxy , ]9,1[x . 

28. xxy  2 , ]4,0[x . 

29.     18223 2  xxy , ]6,0[x . 

30. 16
162 
x

xy , ]4,1[x . 

31. 132
3

2
3

 xx
x

y ,  5,1x . 

32. 
1

1





x

x
y , ]4,0[x . 

33. 163 4  2xxy , ]2,2[x . 

34. 333  xxy , ]5,1;3[x . 

35. xxy  2sin , ],[
22
x . 

36.  3 21 xxy  , ]2,1[x . 

Задача 6. Вычислите частные производные x
z



 и y
z



. 

1.    yxyxz 2arctgcos
2
122  . 2. 

y
xxez arctg2  . 
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3. 
x
yxyz arctg)ln(  . 4. xz

y
x arcsinctg  . 

5. xyez xy arcsin
2
 . 6. xyxyz arctgcos  . 

7.  
y

x
xyz cosarctg  . 8.  

y

x
yxz sinln 22  . 

9. 
x
yxyz

2
arctgln  . 10. xyz xy arccos3  . 

11.  2arccos5 xyz yx  . 12. )ln(sin yxz
y
x  . 

13.  yxyxz 2arccos3  . 14. xyz
x
y

4
1tg  . 

15. 
x
y

xz arccos3  . 16.    xyyxz tgln  . 

17. 
224tg yxxyz  . 18. yxxyz tg)cos( 2 . 

19.  xyxyz arcsin)1(tg  . 20. xz y
x
y arctg3tg

2
 . 

21.  xyxyxz arctg . 22. yxz
x
y arctgctg  . 

23. xyz
x
y arctgsin 3 . 24.   xyxyz arctgtg 2   

25.   xyyxz arccostg 32  . 26.   xyxyz sintg  . 

27. 
2

arcsin
ctg

x

y
z

x
y  .                            28.   yxyxz arctgcos  . 

29. 
y

x
xyz

2
arctg)cos(  . 30. 

x

yyxz arctgln  . 

31.   xyyxz  2sin . 32. y
x
y exz 2tg  . 
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33.   yxxxyz  2ctg . 35.  
y

x
yxz 2lnsin  . 

35.  22ln)cos( yxxyz  . 36. 
x

y
yxz tg)ln(  . 

Задача 7. Вычислите все частные производные второго 

порядка для функции  yxu ,  

1. yxeyxu  )( . 2. yxeyxu  )2( . 

3. 
y
xyxu  54 . 4. )2sin( yxyu  . 

5. xyexu 2 . 6. xeu yx   . 

7. )sin()2( xyyxu  . 8. )2(sin2 yxu  . 

9. xyxu )cos(  . 10. 
y
xu  . 

11. 
x

yu
3

2

 . 12. 
yx

xu


 . 

13. 
22 yxeu  . 14. yxeyxu 

2
)( . 

15.  22yxeu yx   . 16. )2(cos2 yxu  . 

17. )cos( 346 yxxyu  . 18. )3(sin2 yxu  . 

19. y
x

eyxu )(  . 20. x
y

eyxu
2

)(  . 

21. y
x

eyxu )(  . 22. 
1

2



y

xu . 

23.  22sin yxu
y
x 




 . 24.  22cos yxu

x
y 




 . 

25. )cos()2( xyyxu  . 26. )sin(3 yxxyu  . 
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27.  yxyu  ln . 28. )4(32 yxeu yx   . 

29. )(sin2
3
1 xyu  . 30. yxu

x
y 4 . 

31.    xyyxu sin22  . 32. )2sin(2 yxyxu  . 

33.  yxyu  ln2 . 34. )( 22 yxeu xy  . 

35. )(cos2
2
1 xyu  . 36. 

x

y

x

y
u

2

 . 
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ОГЛАВЛЕНИЕ 

Введение Ошибка! Закладка не определена. 

Предисловие к учебному пособию Ошибка! Закладка 
не определена. 
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1. Линейная алгебра Ошибка! Закладка не 
определена. 

1.1. Матрицы и определители Ошибка! Закладка не 
определена. 

Матрицы. Действия с матрицами Ошибка! Закладка 
не определена. 

Определители 2–го и 3–го порядка Ошибка! Закладка 
не определена. 

Основные свойства определителей Ошибка! Закладка 
не определена. 

Обратная матрица Ошибка! Закладка не определена. 

1.2. Системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)
 Ошибка! Закладка не определена. 

Формулы Крамера Ошибка! Закладка не определена. 

Матричный метод Ошибка! Закладка не определена. 

Метод Гаусса Ошибка! Закладка не определена. 

Линейные однородные системы Ошибка! Закладка не 
определена. 

Контрольная работа №1 Ошибка! Закладка не 
определена. 

2. Векторная алгебра и аналитическая геометрия
 Ошибка! Закладка не определена. 
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2.1. Векторы. Линейное векторное пространство 
3R

 Ошибка! Закладка не определена. 

2.2. Линейные операции с направленными отрезками 
(векторами) Ошибка! Закладка не определена. 

2.3. Модуль вектора. Направляющие косинусы Ошибка! 
Закладка не определена. 

2.4. Коллинеарные векторы Ошибка! Закладка не 
определена. 

2.5. Компланарные векторы. Правая и левая тройка векторов
 Ошибка! Закладка не определена. 

2.6. Скалярное произведение векторов Ошибка! Закладка 
не определена. 

Определение и свойства скалярного произведения
 Ошибка! Закладка не определена. 

Геометрический смысл скалярного произведения
 Ошибка! Закладка не определена. 

Условие ортогональности векторов Ошибка! Закладка 
не определена. 

Определение угла между векторами Ошибка! Закладка 
не определена. 

2.7. Векторное произведение и его свойства Ошибка! 
Закладка не определена. 

Определение и свойства векторного произведения
 Ошибка! Закладка не определена. 
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Геометрический смысл векторного произведения.
 Ошибка! Закладка не определена. 

Вычисление площадей параллелограмма и треугольника
 Ошибка! Закладка не определена. 

2.8. Смешанное произведение векторов и его свойства
 Ошибка! Закладка не определена. 

Определение и свойства смешанного произведения
 Ошибка! Закладка не определена. 

Свойства смешанного произведения Ошибка! Закладка 
не определена. 

Геометрический смысл смешанного произведения
 Ошибка! Закладка не определена. 

2.9. Аналитическая геометрия в пространстве Ошибка! 
Закладка не определена. 

Метод координат в пространстве Ошибка! Закладка не 
определена. 

Поверхности в пространстве и их уравнения Ошибка! 
Закладка не определена. 

2.10. Уравнение плоскости в пространстве Ошибка! 
Закладка не определена. 

Общее уравнение плоскости Ошибка! Закладка не 
определена. 

Угол между плоскостями Ошибка! Закладка не 
определена. 
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Уравнение плоскости с нормальным вектором Ошибка! 
Закладка не определена. 

2.11. Уравнения прямой в пространстве Ошибка! Закладка 
не определена. 

Уравнения линий в пространстве Ошибка! Закладка не 
определена. 

Общие уравнения прямой Ошибка! Закладка не 
определена. 

Параметрические уравнения прямой Ошибка! Закладка 
не определена. 

Канонические уравнения прямой Ошибка! Закладка не 
определена. 

Приведение общих уравнений прямой к каноническому виду
 Ошибка! Закладка не определена. 

Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве
 Ошибка! Закладка не определена. 

2.12. Аналитическая геометрия на плоскости Ошибка! 
Закладка не определена. 

Метод координат на плоскости Ошибка! Закладка не 
определена. 

Виды уравнений прямой на плоскости Ошибка! Закладка 
не определена. 

Кривые второго порядка Ошибка! Закладка не 
определена. 
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3. Линейные преобразования в линейном векторном 
пространстве Ошибка! Закладка не определена. 

Преобразование координат вектора при переходе к другому 
базису Ошибка! Закладка не определена. 

Линейное преобразование. Матрица линейного 
преобразования Ошибка! Закладка не определена. 

Собственные числа и собственные векторы матрицы
 Ошибка! Закладка не определена. 

Контрольная работа №2 Ошибка! Закладка не 
определена. 

4. Теория пределов и непрерывность функций
 Ошибка! Закладка не определена. 

4.1. Множества на числовой оси Ошибка! Закладка не 
определена. 

4.2. Определение предела функции Ошибка! Закладка 
не определена. 

4.3. Односторонние пределы Ошибка! Закладка не 
определена. 

4.4. Арифметические операции над функциями, имеющими 
конечный предел Ошибка! Закладка не определена. 

4.5. Действия на расширенной числовой оси Ошибка! 
Закладка не определена. 

4.6. Бесконечно малые и бесконечно большие функции
 Ошибка! Закладка не определена. 



 
 

201

4.7. Сравнение бесконечно малых функций Ошибка! 
Закладка не определена. 

Таблица эквивалентных бесконечно малых Ошибка! 
Закладка не определена. 

4.8. Сравнение бесконечно больших функций Ошибка! 
Закладка не определена. 

4.9. Непрерывность функции в точке и на промежутке
 Ошибка! Закладка не определена. 

4.10. Непрерывность элементарных функций. Свойства 
непрерывных функций Ошибка! Закладка не 
определена. 

4.11. Графики основных элементарных функций Ошибка! 
Закладка не определена. 

4.11. Классификация точек разрыва Ошибка! Закладка 
не определена. 

Контрольная работа №3 Ошибка! Закладка не 
определена. 

5. Дифференциальное исчисление функций одной и 
нескольких переменных Ошибка! Закладка не определена. 

5.1. Дифференцирование функций одной переменной
 Ошибка! Закладка не определена. 

Производная и ее геометрический смысл Ошибка! Закладка 
не определена. 

Геометрический смысл производной Ошибка! Закладка 
не определена. 
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Правила дифференцирования Ошибка! Закладка не 
определена. 

Производные основных элементарных функций Ошибка! 
Закладка не определена. 

Гиперболических функции и их производные Ошибка! 
Закладка не определена. 

Дифференциал. Формула дифференциала Ошибка! 
Закладка не определена. 

Правила дифференцирования Ошибка! Закладка не 
определена. 

Производные высших порядков Ошибка! Закладка не 
определена. 

Дифференциалы высших порядков Ошибка! Закладка 
не определена. 

Формула второго дифференциала Ошибка! Закладка не 
определена. 

Правила Лопиталя Ошибка! Закладка не определена. 

Наибольшее и наименьшее значения непрерывной на 
замкнутом промежутке функции Ошибка! Закладка не 
определена. 

5.2. Дифференцирование функций двух и нескольких 
переменных Ошибка! Закладка не определена. 

Дифференцирование функции двух переменных Ошибка! 
Закладка не определена. 
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Дифференцирование функции нескольких переменных
 Ошибка! Закладка не определена. 

Дифференциал функций двух и нескольких переменных
 Ошибка! Закладка не определена. 

Производные высших порядков Ошибка! Закладка не 
определена. 

Контрольная работа №4 Ошибка! Закладка не 
определена. 

Рекомендуемая литература Ошибка! Закладка не 
определена. 
 


