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Введение

Прежде чем приступать к выполнению контрольных работ, не-
обходимо ознакомиться с «Рабочей программой» и изучить соот-
ветствующий теоретический материал по учебникам, указанным в 
разделе «Рекомендуемая литература».

Во время экзаменационной сессии для студентов безотрывной 
формы обучения читаются установочные лекции и проводятся прак-
тические занятия, которые носят обзорный характер.

К сдаче экзамена или зачета допускаются студенты, контрольные 
работы которых проверены и зачтены преподавателями кафедры 
математики.

Следует обратить внимание на оформление контрольной работы. 
На титульном листе должны быть указаны:

фамилия, имя, отчество;• 
номер студенческого билета (или зачетной книжки);• 
специальность;• 
название дисциплины и номер контрольной работы;• 
номер варианта.• 

Номер варианта, который должен выполнять студент, соответ-
ствует последней цифре номера студенческого билета (или зачет-
ной книжки). Цифре 0 (ноль) соответствует вариант № 10.
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1. Рабочая программа 
курса высшей математики

Дифференциальное исчисление в случае функции 
одной переменной

1. Геометрическая и механическая задачи, приводящие к поня-
тию производной (задача о построении касательной к кривой и за-
дача о вычислении скорости материальной точки).

2. Производная функции. Ее геометрическая и механическая 
трактовки.

3. Непрерывность функции, имеющей производную. Необходи-
мое условие существования производной и его недостаточность.

4. Основные правила нахождения производных (суммы и про-
изведения нескольких функций, частного двух функций, сложной 
функции, обратной функции). Производная постоянной. Произ-
водные основных элементарных функций. Таблица производных. 
Производная неявно заданной функции и функции, заданной в па-
раметрической форме.

5. Касательная и нормаль к плоской кривой и их уравнения.
6. Производные высших порядков. Механическая трактовка вто-

рой производной.
7. Теоремы о средних значениях дифференцируемых функций 

(теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа, Коши).
8. Основные виды неопределенностей. Раскрытие неопределен- 

 
ностей вида 




0
0

  и 




∞
∞

  с помощью правила Лопиталя.

9. Возрастание и убывание функции. Необходимые и достаточ-
ные условия возрастания, убывания и постоянства функции.

10. Экстремум функции (локальный максимум и локальный ми-
нимум). Необходимое условие существования экстремума диффе-
ренцируемой функции и его недостаточность. Острый экстремум. 
Два варианта достаточных условий существования экстремума диф-
ференцируемой функции.

11. Наибольшее и наименьшее значения функции, непрерывной 
на замкнутом промежутке.

12. Выпуклость вверх и выпуклость вниз плоской кривой. Не-
обходимые и достаточные условия выпуклости вверх и выпуклости 
вниз плоской кривой. Точки перегиба. Необходимое условие суще-
ствования точки перегиба дифференцируемой функции и его недо-
статочность. Достаточные условия существования точки перегиба 
кривой.

13. Асимптота кривой. Нахождение вертикальных и наклонных 
асимптот.

14. Исследование функций, заданных в явной аналитической 
форме, и построение их графиков.

15. Дифференциал функции. Дифференциал как главная линей-
ная часть приращения функции. Геометрическая трактовка диффе-
ренциала функции. Основные правила вычисления дифференциалов 
суммы и произведения нескольких функций, частного двух функ-
ций, сложной функции. Дифференциал постоянной функции. Инва-
риантность формы дифференциала функции.

16. Приближенные вычисления с помощью дифференциалов.
17. Понятие о длине дуги плоской кривой. Дифференциал длины 

дуги плоской кривой, его выражение в декартовой и полярной си-
стемах координат.

18. Кривизна плоской кривой. Вычисление кривизны плоской 
кривой в декартовой системе координат.

19. Окружность кривизны, ее центр и радиус. Выражение радиу-
са кривизны и координат центра кривизны в декартовой системе ко-
ординат. Эволюта плоской кривой и ее свойства.

20. Понятие вектор-функции скалярного аргумента. Годограф 
вектор-функции скалярного аргумента.

21. Уравнения пространственной кривой в векторно-
параметрической и параметрической формах. Винтовая линия и ее 
параметрические уравнения.

22. Предел, приращение, производная и дифференциал вектор-
функции скалярного аргумента. Орт касательной к годографу. 
Основные правила дифференцирования вектор-функции скалярного 
аргумента.

23. Уравнение касательной к пространственной кривой.
24. Вторая производная вектор-функции скалярного аргумента. 

Соприкасающаяся плоскость. Главная нормаль к годографу и ее орт. 
Кривизна годографа. Выражение кривизны годографа через первую 
и вторую производные вектор-функции скалярного аргумента.
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Интегральное исчисление в случае функции одной 
переменной. Формулы Тейлора и Маклорена. 

Гиперболические функции

1. Понятие о первообразной функции и неопределенном интегра-
ле.

2. Основные свойства неопределенного интеграла.
3. Таблица неопределенных интегралов.
4. Интегрирование методом замены переменной.
5. Интегрирование по частям.
6. Интегралы от некоторых функций, содержащих квадратный 

трехчлен в знаменателе.
7. Простейшие рациональные дроби и их интегрирование.
8. Разложение правильной рациональной дроби в сумму простей-

ших дробей.
9. Интегрирование рациональных дробей.
10. Интегралы от произведения синуса и косинуса различных ар-

гументов.
11. Интегралы от произведения степеней синуса и косинуса одно-

го аргумента.
12. Вычисление интегралов от иррациональных функций вида 

.)...,,,,( dxbaxbaxbaxxR γβα +++∫  
13. Вычисление интегралов от иррациональных функций вида 

∫ + dxbaxxR ),( 2    с помощью тригонометрических подстановок 
Эйлера.

14. О функциях, интегралы от которых не выражаются через эле-
ментарные функции.

15. Геометрическая задача, приводящая к понятию об определен-
ном интеграле. Определенный интеграл от непрерывной функции 
по конечному промежутку как предел интегральной суммы Римана. 
Геометрическая трактовка определенного интеграла.

16. Основные свойства определенного интеграла.
17. Теорема Барроу. Дифференцирование определенного инте-

грала по параметру, от которого зависят пределы интегрирования.
18. Формула Ньютона – Лейбница.
19. Замена переменной и интегрирование по частям в определен-

ном интеграле.
20. Теорема о среднем значении.

21. Формулы Тейлора и Маклорена. Выражение остаточного чле-
на формул Тейлора и Маклорена в форме Лагранжа.

22. Гиперболические функции вещественного аргумента и их 
свойства.

23. Несобственные интегралы.
24. Вычисление площадей плоских фигур.
25. Вычисление объемов тел вращения.
26. Вычисление длин дуг плоских кривых.
27. Вычисление площадей поверхностей вращения.
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2. Примерный вариант контрольной работы  
№ 3 по дифференциальному исчислению 

в случае функции одной переменной 

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;24tg5
5 2

arctg 2
+−=

x
xy x  

б) .1cos

)1ln(
3

2

x

xy +
=  

2. Функция )(xfy =   задана в параметрической форме





=
=

.cosln
,cos
ty

tx
 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  





=′
=

?)(
,cos

ty
tx

x
 

3. Показать, что функция )2sin2(cose xxy x += −   является реше-
нием дифференциального уравнения .052 =+′+′′ yyy  

4. Написать уравнение касательной к параболе 2)2( −= xy   в точ-
ке ее пересечения с осью Oy. Построить параболу 2)2( −= xy   и ее 
касательную в декартовой системе координат.

5. Тело движется прямолинейно по закону ,520
3
4 3 +−= tts   где 

 
t измеряется в секундах, а s – в метрах. Определить скорость и уско-
рение в момент времени t = 2 с.

Решение задачи № 1

В этой задаче требуется найти производные функций, заданных 
явно.

В примере а) функция 

 24tg5
5 2

arctg 2
+−=

x
xy x  

представляет собой сумму трех функций: ,)()()( 321 xyxyxyy ++=  

где ;tg5)(
2arctg

1 xxy x=   
5 22

4)(
x

xy −=  ; .2)(3 =xy  

По правилу дифференцирования суммы трех функций имеем 
 .321 yyyy ′+′+′=′  

Найдем производную функции .)(1 xy   Для этого сначала восполь-
зуемся правилом дифференцирования произведения двух функций
 ( )( ) )()()()()( xgxfxgxfxgxf ′+′=′  ;

в результате получаем, что
 .)(tg5tg)5()(

22 arctgarctg
1 ′+′=′ xxxy xx    (1)

Для вычисления производных, входящих в это выражение, вос-
пользуемся теоремой о дифференцировании сложной функции.

Теорема (цепное правило). Пусть функция )(xgu =   имеет в 
точке x0 производную )( 0xg′  , а функция )(ufy =   имеет в точке 

)( 00 xgu =   производную .))(( 0xgf ′  
Тогда сложная функция ))(()( xgfxFy ==   имеет в точке x0 

производную 
.)())(()( 000 xgxgfxF ′′=′   

Функция )(ufy =   называется внешней функцией, а )(xgu =   – 
внутренней функцией. (Производная сложной функции равна произ-
ведению производной внешней функции на производную внутрен-
ней функции.)

В обозначениях Лейбница эта теорема формулируется более  
изящно:

 .
dx
du

du
dy

dx
dy

=  

Применим цепное правило для вычисления производной функ-
ции .tg xy =   Для этого положим xxg =)(   и uuf tg)( =  . Тогда 
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.tg))(()( xxgfxF ==   Так как 

x
xg

2
1)( =′   и 

u
uf 2cos

1)( =′  , то 
 
имеем .

2
1

cos
1)('))(()( 2 xx

xgxgfxF ⋅=′=′  

В обозначениях Лейбница те же вычисления принимают вид

 .
2

1
cos

1)(
)(
)(tg)(tg

2 xxdx
xd

xd
xd

dx
xd

⋅=⋅=    (2)

Здесь при вычислении производной 
)(
)(tg

xd
xd

  с функцией x    
 
обращаемся как с единым символом.

Конечно, цепное правило можно применять повторно. Вычисляя 
производную функции 

2arctg5 xy =  , получаем

 .2
)(1

15ln5)(
)(

)arctg(
)(arctg
)5()5(

22
arctg

2

2

2

2

arctgarctg 2
22

x
xdx

xd
xd

xd
xd

d
dx

d x
xx

+
==

 
  

 

 = .2
)(1

15ln5)(
)(

)arctg(
)(arctg
)5()5(

22
arctg

2

2

2

2

arctgarctg 2
22

x
xdx

xd
xd

xd
xd

d
dx

d x
xx

+
==

 
 (3)

Подставляя вычисленные производные (2) и (3) в выражение  (1), 
имеем

 .
2

1
cos

15tg2
1

15ln5)( 2
arctg

4
arctg

1
22

xx
xx

x
xy xx +

+
=′

 

Для завершения решения примера а) вычисляем производные 
функций )(2 xy  и )(3 xy :

 
;

5
8

5

8
5
8

5
24)(44)(

5 7
5
7

5
71

5
2

5
2

5 22
xx

xxx
x

xy ===





−−=′−=

′









−=′

−−−−

 

 

 .0)2()(3 =′=′ xxy  

Окончательно получаем

 
.

5
8

cos2
15tg

1
25ln5)(

5 72
arctg

4
arctg 22

xxx
x

x
xxy xx +⋅+⋅

+
⋅⋅=′

 

В примере б) функция 

x

xy 1cos

)1ln(
3

2 +
=   представляет собой частное  

 
 
двух сложных функций. Применяя правило дифференцирования 
частного, получаем

 .
1cos

1cos)1ln(1cos))1(ln(

2
3

3232









′






⋅+−⋅′+

=′

x

x
x

x
x

y
 
  (4)

С помощью цепного правила вычислим производные функций, 
входящие в правую часть выражения (4):

 
;

1
22

1
1)1(

)1(
)1ln())1(ln( 22

2

2

2
2

+
=⋅

+
=

+
⋅

+
+

=′+
x

xx
xdx

xd
xd
xdx

 

 

.11sin1cos3

1

1

1cos

1cos

1cos
1cos 2

2

3

3 





−⋅






−⋅






=









⋅
















⋅
















=
′








xxxdx
x

d

x
d

x
d

x
d

x
d

x

 

После подстановки этих производных в формулу (4) окончатель-
но получаем

 
=

⋅⋅+−⋅
+=′

x

xx
x

xxx
x

y 1cos

1sin1cos)1ln(31cos
1

2

6

22
2

3
2  

 .1cos

1sin)1ln(31cos
1

2

4

2
22

x

x
x

xxx
x

⋅+−⋅
+=  
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Решение задачи № 2

В этой задаче требуется найти производную функции y(x), задан-
ную параметрическими уравнениями

 




==
==

.cosln)(
,cos)(
ttyy

ttxx
 

Для этого воспользуемся формулой

 ,
)(
)()(

tx
tyty

t

t
x ′

′
=′  

которая позволяет вычислить значение производной xy′   от функции, 
заданной в параметрической форме, не находя непосредственной за-
висимости y от x.

Вычислим производные )(txt′   и )(tyt′  :

 ;
cos2

sin)sin(
cos2
1)(cos

cos2
1)cos()(

t
tt

t
t

t
ttx ttt −=−=′=′=′

 

 
.

cos
sin)(cos

cos
1)cos(ln)(

t
tt

t
tty ttt −=′=′=′  

Следовательно,

 

.
cos
2

sincos
cos2sin

cos2
sin
cos
sin

)(
)()(

ttt
tt

t
t
t
t

tx
tyty

t

t
x =

⋅
⋅

=
−

−
=

′
′

=′
 

Обратите внимание, что производная xy′  от функции, заданной  
в параметрической форме, также оказывается функцией, заданной  
в параметрической форме

 





=′

=

.
cos
2)(

,cos

t
ty

tx

x
 

Замечание. Пусть параметр t меняется в интервале .
2

0 π
<≤ t   Тог- 

 
да переменная x меняется в интервале 10 ≤< x   и (в нашем случае, ис-
ключая параметр t из параметрических уравнений) можно получить  
 
явное задание функции xy ln2=   и ее производной .2

x
yx =′  

Решение задачи № 3

В этой задаче требуется показать, что функция 
)2sin2(cose xxy x += −   является решением дифференциального 

уравнения второго порядка .052 =+′+′′ yyy  
Для этого нужно найти ее первую и вторую производные, под-

ставить их в левую часть уравнения и убедиться в справедливости 
полученного равенства.

Используя цепное правило, вычислим предварительно производ- 
ные следующих сложных функций:
 ;e)e( xx −− −=′   xx 2sin2)2(cos −=′   и .2cos2)2(sin xx =′  

Тогда 

=′+++′=′+=′ −−− )2sin2(cose)2sin2(cos)e())2sin2(cose( xxxxxxy xxx  
.)2sin32(cose)2cos22sin2(e)2sin2(cose xxxxxx xxx −=+−++−= −−−  

Вычислим вторую производную. По определению вторая произ-
водная есть первая производная от первой производной:

+−′=′−=′′=′′ −− )2sin32(cos)e())2sin32(cose()( xxxxyy xx  

=−−+−−=′−+ −−− )2cos62sin2(e)2sin32(cose)2sin32(cose xxxxxx xxx  
.)2sin2cos7(e xxx +−= −  

Подставим теперь функцию )2sin2(cose xxy x += −   и найденные 
ее производные в левую часть уравнения:

 +−++−=+′+′′ −− )2sin32(cose2)2sin2cos7(e52 xxxxyyy xx  
 ).2sin2(cose5 xxx ++ −  

Вынесем общий множитель x−e   и сгруппируем слагаемые, содер-
жащие функции x2cos  и x2sin , в результате получаем:
 .0)2sin)561(2cos)527((e52 =+−+++−=+′+′′ − xxyyy x  

Равенство нулю значения левой части уравнения показывает, что 
функция )2sin2(cose xxy x += −   является решением дифференци-
ального уравнения второго порядка .052 =+′+′′ yyy  
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Решение задачи № 4

Напомним одно из определений производной и ее геометриче-
ский смысл.

Определение. Пусть функция )(xfy =   определена в некоторой 
окрестности точки x0. Функция имеет производную k в точке x0,  
если она допускает следующее представление:
 ,))(()()()( 000 xxxrxxkxfxf −+−+=  

где 

 
,0)(lim

0
=

→
xr

xx
 

или, что то же самое,
  )(xr  непрерывна в точке 0x  и .0)( 0 =xr  

График линейной функции 
 ,)()( 00 xxkxfy −+=   где ,)( 0xfk ′=  

есть прямая, которая называется касательной к графику функции 
)(xfy =   в точке .))(,( 00 xfx  

Если касательная составляет угол α с положительным направ-
лением оси Ox, то число α=′= tg)( 0xfk   называется угловым ко-
эффициентом (или наклоном) касательной (рис. 1).

 

α  
0x  

0y  0M  

O  
x  

y  

)(xfy =  

))(( 000 xxxfyy −′+=  

)(tg 0xf ′=α  

Кривая Касательная 

Рис. 1 

Число r(x)(x – x0)
 указывает ошибку, которую мы допускаем, если 

при вычислении значения f(x) в точках x, близких к x0, заменяем гра-
фик функции )(xfy =   ее касательной в точке .))(,( 00 xfx  

Приступим к решению нашей задачи. Для этого найдем коорди-
наты точки касания .))(,( 000 xfxM  Так как 0M  одновременно явля-
ется точкой пересечения параболы с осью Oy, то абсцисса x0 = 0 и, 
следовательно, ордината точки касания 
 .4)2()( 2

000 =−== xxfy  

Найдем угловой коэффициент касательной .)( 0xfk ′=   Для это-
го вычислим производную )2(2))2(()( 2 −=′−=′ xxxf   и найдем ее 
значение в точке 00 =x . Таким образом, 
 .4)2(2)( 00 −=−=′= xxfk  

Уравнение касательной к параболе в точке )4;0(0M  с угловым 
коэффициентом 4)( 0 −=′= xfk   будет иметь вид 
 )0(44 −−= xy   или .44 +−= xy  

Осталось построить параболу 2)2( −= xy   и ее касательную 
44 +−= xy   в декартовой системе координат.

Прямую 44 +−= xy   строим по двум точкам: )4;0(0M   и )0;1(1M   
(рис. 2).

Парабола 2)2( −= xy  имеет вершину в точке )0;2(A  , и ее ветви 
направлены вверх. Прямая 2=x  является осью симметрии парабо-
лы.

 

 

x 

y 

O 
44 +−= xy  

2)2( −= xy  

4  

1 2  

Рис. 2 

Парабола 

Касательная 

A 

0M  

1M  
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Решение задачи № 5

Условимся, что при решении задач, использующих размерные 
величины, будем применять основные единицы измерения между-
народной системы СИ.

Напомним механический смысл первой и второй производных.
Рассмотрим частицу, движущуюся вдоль прямой (прямолиней-

ное движение). Под частицей понимается тело, размерами которого 
можно пренебречь, так что его можно считать математической точ-
кой. Выберем на прямой, по которой движется наша точка, точку O   
и положительное направление. Длину будем измерять в метрах,  
а время в секундах. Выберем, далее, момент времени, начиная с ко-
торого отсчитывается время.

Таким образом, предполагаем, что частица движется вдоль чис-
ловой прямой и это движение описывается функцией ,)(tss =  со-
поставляющей каждому моменту времени t координату s частицы  
в этот момент.

Тогда
скорость )(tvv =  частицы есть первая производная пути по  

 
времени: ;)()(

dt
tdstv =  

 
ускорение )(taa =   частицы есть первая производная скорости по 
 
времени:

dt
tdvta )()( =  , или вторая производная пути по времени: 

 
 

.)()()( 2

2

dt
tsd

dt
tds

dt
dta ==  

Здесь использованы для производных «громоздкие» обозначения 
Лейбница, которые позволяют легко определить размерность скоро-
сти и ускорения при любом выборе единиц измерения, в нашем слу-
чае [v] = м/с и [a] = м/с2 (квадратные скобки используются для обо-
значения размерности величины, стоящей внутри них). Компактные 
обозначения производных Лагранжа )(tsv ′=   и )(tsa ′′=   такими до-
стоинствами не обладают.

Приступим к решению нашей задачи. Так как тело (частица) дви-  
жется прямолинейно по закону ,520

3
4 3 +−= tts   то его скорость

 

           (4t2 – 20) м/с;

ускорение  
 .м/с8)20()4()204()()( 222 ttttvta =′−′=′−=′=   

Вычислим скорость и ускорение в момент времени t = 2 с:
 м/с420162024)2( 2 −=−=−⋅=v   
(скорость есть векторная величина, отрицательное ее значение со-
ответствует направлению, противоположному выбранному нами по-
ложительному направлению на прямой);
 .м/с1628)2( 2=⋅=a  

 

( )м/с;204203
3
4

)5()(20)(
3
4520

3
4)()(

22

33

−=−⋅=

=′+′−′=
′






 +−=′=

tt

tttttstv  

( )м/с;204203
3
4

)5()(20)(
3
4520

3
4)()(

22

33

−=−⋅=

=′+′−′=
′






 +−=′=

tt

tttttstv  
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3. Примерный вариант контрольной работы № 4
по интегральному исчислению в случае 

функции одной переменной

Вычислить следующие интегралы:

а) ;
1

arctg
2

3
dx

x
xx

∫ +
+

 

б) ∫ ;earcsine dxxx  

в) ∫ .6cos6sin 22 dxxx  

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xxy 42 +=   
и .6=+ yx  

Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси Oy 
плоской фигуры, ограниченной линиями 1282 −+−= xxy   и .0=y  

Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расходи- 
 
мость) ∫

∞+

++0
2 .

22xx
dx

 

Перед выполнением контрольной работы № 4 полезно ознако-
миться с учебными пособиями [6 и 7], которые содержат необходи-
мый теоретический материал и решения большого количества при-
меров. Задачи 2 и 3 взяты из учебного пособия [7].

 

Решение задачи № 1

В этой задаче требуется вычислить неопределенные интегралы, 
то есть найти функции, производные от которых равны подынте-
гральным функциям, стоящим в этих интегралах.

Основой вычисления неопределенных интегралов являются: та-
блица неопределенных интегралов основных элементарных функ-
ций; свойства неопределенных интегралов; теорема о замене пере-
менной и формула интегрирования по частям [1, 2 и 6].

Решение примера а)

Представим данный интеграл в виде суммы двух интегралов

 
212

3

22

3

1
arctg

11
arctg IIdx

x
xdx

x
xdx

x
xxI +=

+
+

+
=

+
+

= ∫∫∫
 

и воспользуемся теоремой о замене переменной для вычисления ин-
тегралов I1 и I2.

В интеграле

 dx
x

xI ∫ +
=

121  
 

сделаем замену переменной .12 += xt   Тогда 1−±= tx   и, вспоми-
ная определение дифференциала функции, находим, что

 
.

12
1)1( dt
t

dttdx
−

±=′−±=  

В результате интеграл I1 преобразуется к виду

 
,||ln

2
1

2
1

12
11

11 Ct
t
dtdt

tt
tI +==

−
±

⋅
−±

= ∫ ∫  

где C1 – произвольная постоянная.
В данном случае переход в подынтегральном выражении от пере-

менной x к переменной t можно осуществить проще.
Так как в интеграле I1 имеется выражение xdx, то после выбора 

подстановки 12 += xt  сразу вычислим дифференциал:
 xdxdxxdt 2)1( 2 =′+=  . 

Отсюда .
2
1 dtxdx =  

В результате интеграл I1 вновь преобразуется к виду

 
.||ln

2
1

2
1

2
11

11 Ct
t
dtdt

t
I +==⋅= ∫ ∫  

 
С1.

В последнем выражении необходимо подставить 12 += xt  , то 
есть

 
.)1ln(

2
1||ln

2
1

1
2

11 CxCtI ++=+=  
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При определенном навыке использование теоремы о замене пе-
ременной при вычислении интеграла I1  можно оформить указанным 
далее образом.

Используя определение дифференциала функции и основные 
правила вычисления дифференциалов, преобразуем выражение:

 
.)1(

2
1)(

2
1

2
1

2
1 2222 +==






=

′






= xdxdxddxxxdx  

Подставляя это выражение в интеграл I1, получаем

 
=

+
+

=+
+

=
+

=
+

= ∫∫ ∫∫ )1(
)1(

2
1)1(

2
1

1
1

1
1

1 2

2
2

2221 x
xdxd

x
xdx

x
dx

x
xI

 

 .)1ln(
2
1

1
2 Cx ++=  

Здесь выражение 12 +x  рассматривается как единый символ. 
Этот способ оформления принято называть способом подведения 
части подынтегральной функции под знак дифференциала.

Замечание. Для проверки правильности полученного результата 
нужно убедиться, что производная найденной функции совпадает  
с подынтегральной функцией:

 
=+

+
⋅

+
+

=





 ++ 1

2

2

2

1
2 )1(

)1(
)1ln(

2
1)1ln(

2
1 dC

dx
xd

x
xdCx

dx
d  

 
.

1
02

1
1

2
1

22 +
=+⋅

+
⋅=

x
xx

x
 

В интеграле dx
x

xI ∫ +
=

1
arctg

2

3

2   сделаем замену xz arctg=  .
Тогда

 dx
x

dxxdz
1

1)(arctg 2 +
=′=  

и интеграл I1 преобразуется к виду

 
∫∫ +=+==

+
⋅= ,arctg

4
1

41
1arctg 2

4
2

4
3

2
3

2 CxCzdzzdx
x

xI
 

где C2 – произвольная постоянная интегрирования.

Если воспользоваться способом подведения части подынтеграль-
ной функции под знак дифференциала, то, учитывая, что

 
,)(arctg)(arctg

12 xddxx
x

dx
=′=

+
 
 

получаем

 ∫∫ +==
+

= .
4

arctg)(arctg)(arctg
1

arctg
2

4
3

2

3

2 Cxxdxdx
x

xI
 

Здесь выражение arctg x воспринимается как единый символ.
Еще раз отметим, что, по существу, способ подведения части 

подынтегральной функции под знак дифференциала – это специфи-
ческая форма применения теоремы о замене переменной в неопреде-
ленном интеграле.

Ответ. ,arctg
4
1)1ln(

2
1 42

21 CxxIII +++=+=   где 21 CCC +=   –  
 
новое обозначение для произвольной постоянной интегрирования.

Решение примера б)

Для вычисления интеграла
 ∫= dxI xx earcsine  

воспользуемся теоремой о замене переменной и формулой интегри-
рования по частям.

Сначала сделаем замену переменной .ext =   Тогда

 ,ln tx =    dt
t

dttdx 1)(ln =′=  

и интеграл приводится к виду

 
.arcsin1arcsin∫ ∫=⋅⋅= dttdt

t
ttI  

К этому результату можно прийти и другим способом. После вы-
бора подстановки xt e=  вычислим дифференциал dxdt xe=  и пере-
группируем функции, стоящие в подынтегральном выражении, сле-
дующим образом:
 ∫∫ == .arcsineearcsin dttdxI xx  
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Для вычисления интеграла ∫= dttI arcsin dt применим формулу ин-
тегрирования по частям.

Пусть u(t) и v(t) – две непрерывно дифференцируемые функции 
на некотором промежутке. Тогда имеет место формула

 ,)()()()()()(∫ ∫−= tdutvtvtutdvtu  

которая называется формулой интегрирования по частям.
Напомним, что dttutdu )()( ′=   и .)()( dttvtdv ′=  
В нашем случае положим

 

.)(,)(

,
1

1)(arcsin)(,arcsin)(
2

tdttvdttdv

dt
t

dtttduttu

===
−

=′==

∫

 

Тогда 

 

.
1

arcsin
1

1arcsinarcsin
22 ∫∫∫

−
−=

−
−⋅==

t
dttttdt

t
tttdttI

 

Интеграл ∫
−

=
21

1 t
dttI   вычислим с помощью подстановки 

 
.1 2tz −=  

Тогда dttdttdz 2)1( 2 −=′−=   , dzdtt
2
1

−=  , и в результате полу-  
чаем

 
 

=+−=−=−=
−

=
−

= ∫ ∫ ∫∫
−

Czdzz
z

dz
z

dz

t
dttI

2
12

1
2
1

2
12

1

1

2
1

2
1

21

 

 .1 2 CtCz +−−=+−=  

Таким образом,

 
=+−+=

−
−= ∫ Cttt

t
dttttI 2

2
1arcsin

1
arcsin  

 .e1earcsine 2 Cxxx +−+=  

Ответ. .e1earcsine 2 CI xxx +−+=  

Решение примера в)

В этом примере используются методы интегрирования тригоно-
метрических функций [1, 2 и 6].

Для вычисления интеграла ∫= dxxxI 6cos6sin 22  применим сле-
дующие тригонометрические формулы:

 α=αα 2sin
2
1cossin   и .)2cos1(

2
1sin2 α−=α  

Тогда

 ∫∫ ∫ =−=== dxxdxxdxxxI )24cos1(
8
112sin

4
16cos6sin 222  

 ∫ ∫∫ −=−= .24cos
8
1

8
124cos

8
1

8
1 dxxxdxxdx  

Последний интеграл ∫= dxxI 24cos1   вычислим с помощью заме-
ны переменной .24xt =  

Отсюда tx
24
1

=   и .
24
1 dtdx =   В результате получаем

 
=+==== ∫ ∫∫ CtdttdttdxxI sin

24
1cos

24
1

24
1cos24cos1

 

 
.24sin

24
1 Cx +=  

Ответ. .24sin
192

1
8
1 CxxI +−=  

Решение задачи № 2

В этой задаче нужно вычислить площадь фигуры, ограниченной 
линиями .6,42 =++= yxxxy  

Построим заданную фигуру (рис. 3). Найдем точки пересечения 
указанных в условии линий (параболы и прямой). Решим для этого 
систему уравнений

 




=+
+=

.6
;42

yx
xxy
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Она равносильна системе

 




−=
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,6
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Уравнение 6=+ yx   задает прямую, которая проходит через две 
найденные точки c координатами (1; 5) и (–6; 12).

Уравнение параболы xxy 42 +=   приведем к каноническому 
виду, выделяя полный квадрат по переменной x:

 .4222 22 −+⋅+= xxy  

Тогда каноническое уравнение параболы имеет вид

 ,4)2( 2 +=+ yx   
из которого видно, что парабола имеет осью симметрии вертикаль-
ную прямую 2−=x , вершину в точке )4;2( −− , ветви параболы на-
правлены вверх (в направлении оси Oy).

Для того чтобы найти площадь построенной фигуры, рекоменду-
ют сначала составить выражение бесконечно малого элемента ис-
комой площади, а затем проинтегрировать полученный результат в 
пределах изменения аргумента [7].

Обозначим бесконечно малый элемент площади через dF. Он ра-
вен площади прямоугольника, заштрихованного на рис. 3, со сторо-
нами dx и )()( 12 xyxy −  , то есть

 .))()(()( 12 dxxyxyxdF −=  

Так как xxy −= 6)(2   и xxxy 4)( 2
1 −=  , то

 dF = (y2(x) – y1(x)) · dx = [(6 – x) – (x2 + 4x)] dx = (–x2 – 5x + 6) dx.

Искомую площадь получаем, проинтегрировав полученный ре-
зультат в пределах изменения переменной x от –6 до 1. 

Тогда
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)65( xxxdxxxF  
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6
157)369072(6

2
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 +−−=  

Решение задачи № 3

В данной задаче нужно вычислить объем тела, полученного вра-
щением вокруг оси Oy плоской фигуры, ограниченной параболой 

1282 −+−= xxy   и прямой .0=y
Чтобы построить параболу, ее уравнение

 1282 −+−= xxy    (1)

приведем к каноническому виду, выделяя полный квадрат по пере-
менной x:
 01216)1642( 2 =+−+⋅⋅−+ xxy  ,
 )4()4( 2 −−=− yx  .  (2)

Следовательно, парабола имеет ось симметрии 4=x , вершину  
в точке )4;4( . Ветви параболы направлены вниз (в направлении, 
противоположном положительному направлению оси Oy). Кривая 
пересекает ось Ox в точках x = 2 и x = 6. Заданная фигура заштри-
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хована на рис. 4, а. Вращая ее вокруг оси Oy, получим тело с по-
лостью.

Найдем объем Vy тела вращения. Для этого составим выражение 
бесконечно малого элемента объема dVy, а затем проинтегрируем по-
лученный результат в пределах изменения аргумента [7].

Бесконечно малый элемент искомого объема dVy равен объему 
кольцевого цилиндра с внешним радиусом )(2 yxx = , внутренним 
радиусом )(1 yxx =  и высотой dy (рис. 4, б, на котором выделен за-
тененный цилиндр):
 .))()(( 2

1
2

2 dyyxyxdVy −π=    (3)

Рассечем тело вращения плоскостью, перпендикулярной оси Oy. 
В сечении получим кольцо (см. рис. 4, б), которое является осно-
ванием нашего бесконечно тонкого кольцевого цилиндра. Чтобы 
определить внутренний )(1 yx  и внешний )(2 yx  радиусы этого коль-
ца, вернемся к уравнению параболы. Из уравнения (2) найдем
 yx −±=− 44  ,

следовательно,

 





−−=

−+=

.44

;44

yx

yx
 

Очевидно, что первая функция задает внешний радиус кольца,  
а вторая – внутренний, то есть
 yyx −+= 14)(2   и .14)(1 yyx −−=  

Найдем бесконечно малый элемент искомого объема по формуле (3):

 =−−−−+π=−π= dyyydyyxyxdVy ))44()44(())()(( 222
1

2
2

 

 dyy−π= 416  .

Для вычисления объема тела вращения проинтегрируем получен-
ный результат по переменной ]4;0[∈y . Тогда

 
.416

4

0
∫ −π= dyyVy  

Для вычисления интеграла сделаем подстановку yt −= 4   и ис-
пользуем теорему о замене переменной. 

Найдем пределы интегрирования по переменной t: если 0=y , то 
;404 =−=t   если 4=y  , то .044 =−=t  

Так как ,4 ty −=   то dtdttdy −=′−= )4(   и в результате получаем
 

.
3

256)04(
3

32

2
31616

16)1(16416

2
34

0

2
3

4

0

2
1

0

4

2
10

4

4

0

π
=−

π
=π=π=

=π−=−π=−π=

∫

∫∫∫

tdtt

dttdttdyyVy  

Решение задачи № 4

В этой задаче требуется исследовать интеграл ∫
∞+

++0
2 .

22xx
dx

 

Данный интеграл является несобственным, так как промежуток 
интегрирования ),0[ ∞+  бесконечный. Напомним определение не-
собственного интеграла по бесконечному промежутку.
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Пусть функция )(xf  определена при всех ax ≥  и интегрируе-
ма на каждом конечном промежутке )(],[ aAAa >  . Рассмотрим 
предел

 .)(lim ∫
+∞→

A

aA
dxxf    (1)

Его называют несобственным интегралом по бесконечному 
промежутку и обозначают символом

 ∫
∞+

a
dxxf )(  .  (2)

Таким образом,

 .)(lim)( ∫∫
+∞→

∞+
=

A

aAa
dxxfdxxf  

Если предел (1) существует и конечен, то говорят, что интеграл 
(2) существует, или сходится. Если же рассматриваемый предел 
(1) не существует или бесконечен, то говорят, что несобственный 
интеграл (2) не существует, или расходится.

В нашем случае

 
=

++
=

++
= ∫∫ +∞→

∞+ A

A xx
dx

xx
dxI

0
2

0
2 22

lim
22

 

 
.

1)1(
lim

1)12(
lim

0
2

0
2 ∫∫ ++

=
+++

=
+∞→+∞→

A

A

A

A x
dx

xx
dx  

Для вычисления интеграла используем теорему о замене пере-
менной в определенном интеграле, сделав подстановку .1+= xt  

Найдем пределы интегрирования по переменной t: если 0=x , то 
;110 =+=t   если Ax =  , то .1+= At  

Так как ,1−= tx   то dtdx =   и в результате получаем

 
=−+==

+
=

+∞→

+ +

+∞→+∞→ ∫ 1arctg)1(arctglimarctglim
1

lim
1

1

1

1
2 At

t
dtI

A

A A

AA

 

 .
442
π

=
π

−
π

=  

Следовательно, данный интеграл сходится и равен .
4
π

 

4. Контрольная работа № 3 
по дифференциальному исчислению функций 

в случае одной переменной

Вариант № 1

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;219865
3

9 3

−++= +

x
xy xx  

б) .1sin

))ln(arctg(

2

2

x

xy =  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме
 
 




=
=

.cos
,sin24

tty
ttx

 

Найти параметрическую форму ее производной y = f ′ (x)

 



=′
=

?)(
,sin24

ty
ttx

x
 

3. Показать, что функция xxy
1

e=   является решением дифферен-
циального уравнения 
 

.011
32 =−′+′′ y

x
y

x
y  

4. Найти уравнения касательных к кривой y = x3 – 8 в точках пе-
ресечения ее с осями координат. Построить кривую и касательные  
в декартовой системе координат.

5. Тело движется прямолинейно по закону 
8

cos4
3
1 3 tts π

π
+=  , 

 
где t измеряется в секундах, а s – в метрах. Определить скорость  
и ускорение тела в момент времени t = 4 c.
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Вариант № 2

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;102sinarccos 33 ++=
x

xxy  

б) .
7

)5ln(cos
x

xy =   

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 





=
+=
.ln

,12

ty
tx  

 
Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 






=′
+=
?)(

,12

ty
tx

x

 

3. Показать, что функция )2sin42cos3(e5 xxy x −=   является ре-
шением дифференциального уравнения .02910 =+′−′′ yyy  

4. Найти уравнения касательных к кривой 
82 −

=
x

xy   в точках,  
 
ордината которых .5,0−=y   Построить эти касательные в декарто-
вой системе координат.

5. Тело движется прямолинейно по закону 
213 e3 tts −+=  , где t из-

меряется в секундах, а s – в метрах. Определить скорость и ускоре-
ние тела в момент времени t = 1 c.

Вариант № 3

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;73)12(cos)1ln( 32 +++−=
x

xxy  

б) .
4sin31

5 2tg

x
y

x

−
=  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме
 







=

=

.sine

,cose

ty

tx
t

t

 

Найти параметрическую форму ее производной y = f ′ (x)

 



=′
=

?)(
,cose

ty
tx

x

t
 

3. Найти xxy ′′  , если .
1 2x

xy
−

=  

4. В каких точках кривой 
xx

y
−

+=
2

14   касательная параллельна 
оси Ox ?

5. Закон движения материальной точки имеет вид 
 

234 164
4
1 ttts +−=  , где t измеряется в секундах, а s – в метрах.  

 
Определить скорость и ускорение материальной точки в момент 
времени .c3=t

Вариант № 4

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;753arcsin)12(tg 4
3 ++−=

x
xxy  

б) .
4

)sin(
13 2+

+
=

x

xxy  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 








=

=

.3ln

,e3
2

t
y

tx t

 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 





=′
=

?)(
,e3

2

ty
tx

x

t
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3. Показать, что функция )3sin3(cose xxy x −= −   удовлетворяет 
уравнению .0102 =+′+′′ yyy  

4. Найти уравнения касательных к графику функции 2
1
x

y =    в  точ- 
 
ках, ордината которых y = 1. Построить график функции и касатель-
ные в декартовой системе координат.

5. По параболе y = x (8 – x) движется точка так, что ее абсцисса 
изменяется в зависимости от времени t по закону ttx =  , где t из-
меряется в секундах, а x – в метрах. Определить скорость изменения 
ее ординаты в точке параболы )7;1(M  .

Вариант № 5

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;112sin)13arctg( 5
3 +++=

x
xxy  

б) .
45

)13ln( 3

+

+
=

x

xy  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 





−=

=

.1

,arccos
2ty

tx
 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 



=′
=

?)(
,arccos

ty
tx

x
 

3. Показать, что функция xxy 2e−=   является решением уравнения 

.e22 2xyy −−=′+′′  

4. В каких точках касательная к кривой 
12 +

=
x

xy   параллельна  
оси абсцисс Ox ?

5. Тело движется прямолинейно по закону s = t + sin 3t, где вре- 
мя t измеряется в секундах, а расстояние s – в метрах. Определить ско-  
рость и ускорение тела в момент времени .c

2
π

=t  

Вариант № 6

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;175)1ln()12(sin 2
243 +++−−=

x
xxxy  

б) .
tg

)arcsin(
3 x

xxy +
=  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 



−=
−=

.sin3
,1cos2

tty
tx

 
 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 




=′
−=

?)(
,1cos2

ty
tx

x
 

3. Показать, что функция )5sin35cos2(e xxy x −= −   удовлетворя-
ет уравнению .0262 =+′+′′ yyy  

4. Найти уравнение касательной к кривой 2
1
x

y =  , где 0 < x < +∞,   
которая параллельна прямой y = –2x. Построить кривую и касатель-
ную в декартовой системе координат.

5. По гиперболе 
x

y 4
=   движется точка так, что ее абсцисса из-   

меняется в зависимости от времени t по закону 3 ttx =  , где t изме-
ряется в секундах, а x – в метрах. Определить скорость изменения ее 
ординаты в точке гиперболы )4;1(M .

Вариант № 7

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;133)1arcsin()arctg( 5
2 ++−=

x
xxy  

б) .
e

)ln(cos1
sin x

xy x +
+

=  
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2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 



−=
−=

.)cos1(2
,)sin(2

ty
ttx

 
 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 




=′
−=
?)(

,)sin(2
ty

ttx

x
 

3. Показать, что функция xxxy 2sin32cos2 −+=   удовлетворяет 
уравнению .44 xyy =+′′  

4. Найти уравнение касательной к кривой 
x

xy
2

13 2 −=   в точ- 
 
ке, абсцисса которой x = 1. Построить касательную в декартовой си-
стеме координат.

5. Радиус шара возрастает равномерно со скоростью 5 м/с. С ка- 
кой скоростью растут площадь поверхности шара и объем шара  
в момент, когда радиус его становится равным 50 м?

Вариант № 8

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;13)1ln()arccos( 2 +++=
x

xxy   

б) .
1e

3sin
3
12cos

5 +

+
= x

xx
y  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 



=
=

.5ctg
,5cos2 2

ty
tx

 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 



=′
=

?)(
,5cos2 2

ty
tx

x
 

3. Показать, что функция y = arcsin x удовлетворяет уравнению 
.)1( 2 yxyx ′=′′−  

4. В какой точке касательная к параболе y = x2 – 7x + 3 параллель-
на прямой 5x + y –3 = 0? Найти ее уравнение. Построить параболу и 
касательную в декартовой системе координат.

5. Одна сторона прямоугольника имеет постоянную величину  
a = 10 м, а другая сторона b изменяется, возрастая с постоянной ско-
ростью 4 м/с. С какой скоростью растут диагональ прямоугольника  
и его площадь в момент, когда b = 30 м?

Вариант № 9

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;173e)1arcsin( 5
2 2

++−= −

xx
xy x  

б) .
cos1

sin 2

2 






+

=
x

xy   

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 





=

=

.sin5
,cos5

3

3

ty
tx

 
 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 



=′
=

?)(
,cos5 3

ty
tx

x
 

3. Показать, что функция xxy 52 e3e4 += −   удовлетворяет уравне-
нию .0103 =−′−′′ yyy  

4. Написать уравнение касательной к параболе y = x2 + 2x – 1  
в точке ее пересечения с кривой y = 2x2. Построить параболу  
y = x2 + 2x – 1 и касательную в декартовой системе координат.

5. По оси Ox движутся две точки, имеющие законы движения  
 
x = 100 + 5t и 2

2
1 tx =  , где t ≥ 0. С какой скоростью удаляются эти  

 
точки друг от друга в момент встречи (координата x измеряется  
в метрах, а время t – в секундах)?
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Вариант № 10

1. Найти производную по правилам и формулам дифференциро-
вания:

а) ;5)1arctg( 2 xxxy −=  

б) .
1)13sin(

ctg3

++
=

x
xy  

2. Функция y = f(x) задана в параметрической форме

 



−=
+=

.cossin
,sincos

ttty
tttx

 
 

Найти параметрическую форму ее производной )(xfy ′=  

 




=′
+=

?)(
,sincos

ty
tttx

x
 

3. Показать, что функция xy x cose−=   удовлетворяет уравнению 
.022 =+′+′′ yyy  

4. Найти уравнения касательных к кривой y = 2x – x2 в точках 
пересечения ее с осями координат. Построить кривую и касательные 
в декартовой системе координат.

5. Тело движется прямолинейно по закону 
10

sin4
3
1

5
2 35 ttts π

π
++=   ,  

 
где время t измеряется в секундах, а расстояние s – в метрах. Опре-
делить скорость и ускорение тела в момент времени .c5=t  

5. Контрольная работа № 4
по интегральному исчислению 

в случае функции одной переменной

Вариант 1

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫ +
;

)9(ln
ln
2 dx

xx
x

 

б) ;8sin dxxx∫  

в) ∫ .cossin 53 dxxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y2 = 2x + 1  
и x + y = 1.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями y = x3, x = 0 и y = 8.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

∞+
−

0
.e dxx  

Вариант 2

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫ +
;

cos37
sin dx

x
x

 

б) ;ln
3 2

dx
x
x

∫  

в) ∫ .3sin4 dxx  
 
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  y = x2 + 4x  
и y = x + 4.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Oy фигуры, ограниченной линиями y = x2 и y = 2 – x2
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4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

∞+

2
.

ln
1 dx

xx
 

Вариант 3

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫ +
;

2cos3
sin dx

x
x  

б) ;e)5( 3 dxx x∫ +  

в) ∫ .
sin
cos

4

3
dx

x
x

 
 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями x2 = 2y + 1  
и  x – y + 1 = 0.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Oy фигуры, ограниченной линиями y = 4x2 и y = 4x.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

∞+
−

0
.e

2
dxx x  

Вариант 4

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫
−

+ ;
1

1arcsin
2

dx
x
x  

б) ;2arctg dxx∫  

в) ∫ .cossin 22 dxxx   

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y = – x  
и y =  4x – x2.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси  
Oy фигуры, ограниченной линиями  xy = 4, y = x и y = 3.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

∞+

+0
2 .

1
arctg dx

x
x

 
 

Вариант 5

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫
+ ;ln3

dx
x

xx  

б) ;2arcsin dxx∫  

в) ∫ + .)17(tg3 dxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями x2 = 2 – y 
и y = – x.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями y = ex, y = 0, x = 0 и x = 1.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

−

∞−

1

3
.1 dx

xx
 .

 

Вариант 6

1. Вычислить следующие интегралы:
а) ∫ ;2cose 2sin dxxx  

б) ;)31(ln dxx∫ −  

в) ∫ − .)32(ctg3 dxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 22 += yx   
и y = – x.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Oy фигуры, ограниченной линиями  y2 = 4x и 4y = x2.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

∞+

+1
.

45
1 dx
x
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Вариант 7

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫
+ ;
cos

tg25
2

3
dx

x
x

 

б) ;6cos dxxx∫  

в) ∫ .3cos4 dxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y = – x2  
и y = – 2x

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями y = x2 – 2x и y = 0.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

+∞

+0
32

.
)13(

dx
x

x   
 

Вариант 8

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫ +
;

)1tg3(cos
1

2 dx
xx

 

б) ;arctg dxxx∫  

в) ∫ .3cos3sin 22 dxxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y =  x2 – 4  
и x – y + 8 = 0.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями y = sin x, y = cos x, x = 0 (x ≥ 0).

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

+∞

+0
2

2

.
1

dx
x

x  

Вариант 9

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫
+ ;ln43

dx
x

x   

б) ;)1ln( 2 dxxx∫ +  

в) ∫ + .)13(tg4 dxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy = 1  
и x + 3y – 4 = 0.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями y = x2 – 4x, x = 0 и y = 4.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

+∞

−2
2

.
3

dx
x

x  

Вариант 10

1. Вычислить следующие интегралы:

а) ∫
+ ;
sin

ctg43
2

5
dx

x
x

 

б) ;)e31ln(e dxxx∫ +  

в) ∫ + .)13(sin3 dxx  

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xy = 2  
и x + 2y – 5 = 0.

3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
Ox фигуры, ограниченной линиями y = 4 – x2 и x – y + 2 = 0.

4. Вычислить несобственный интеграл (или доказать его расхо- 
 
димость) ∫

∞+

∞− ++
.

136
1

2 dx
xx
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