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ВВЕДЕНИЕ 
Главными задачами изучения курса технической механики является 

изучение основных законов и теорем механики, а также развитие у студен-
тов умения применять их к решению практических задач. 

Следует иметь в виду, что для понимания теорем и выводов техниче-
ской механики необходимы сведения из высшей математики (аналитиче-
ская геометрия, основы дифференциальной геометрии, дифференциальное 
и интегральное исчисление). Недостаточные знания этих разделов матема-
тики могут привести к сложностям при изучении механики и трудностям 
при решении практических задач. 

В процессе изучения технической механики студенты выполняют 
две контрольные работы в соответствии с указаниями, полученными на ус-
тановочных лекциях (контрольная работа № 1 − темы 1-6, контрольная ра-
бота № 2 − тема 7). 

Для изучения курса технической механики в качестве основных ис-
точников рекомендуются учебники С.М. Тарга «Краткий курс теоретиче-
ской механики», И.И. Артоболевского «Теория механизмов и машин» и 
лекции ведущих преподавателей. 

Выбор варианта 
Шифром, по которому выбирается тот или иной вариант расчетно-

графической работы, является номер зачетной книжки или студенческого 
билета. Выбор номера схемы на рисунке или в таблице следует произво-
дить по предпоследней цифре шифра, а исходные данные в таблицах – по 
последней цифре. 

Оформление работы 
Контрольная работа выполняется в тетради с указанием на обложке 

название дисциплины, фамилии и инициалов студента, номера зачетной 
книжки и почтового адреса. 

При оформлении контрольной работы изложение каждого задания 
должно начинаться с новой страницы. Условие задания должно быть пере-
писано полностью, вместе с заданным рисунком и данными из таблицы. 
Далее кратко записываются данные задачи и указываются искомые вели-
чины. Решение каждой задачи должно сопровождаться подробными пояс-
нениями, указывающими, на основании каких положений механики прово-
дится решение задачи. С левой стороны листа следует оставить поле ши-
риной не менее 25 мм. 

Исправление ошибок в контрольных работах после рецензирования 
производится в тексте работы на оставшихся свободных листах. При этом 
необходимо приводить подробные пояснения по всем замечаниям, сделан-
ным рецензентом. 

При защите контрольных работ студент в беседе с преподавателем 
должен показать знания теоретического материала и умение самостоятель-
но решать аналогичные задачи. 
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СТАТИКА 
 

Тема 1. ПРОИЗВОЛЬНАЯ ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ  

 
Задание 1 

 
Найти реакции связей (опор), наложенных на основное тело конст-

рукции – балку или сварной стержень. 
Исходные данные приведены в таблице 1.1. Схемы конструкций 

приведены ниже (размеры, м). 
 
 

  

  

  

 
Рис. 1.1 
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Рис. 1.1. Продолжение 
 

Таблица 1.1 
Заданные величиныНомер варианта 

исходных данных G, кН Р, кН М, кН·м q, кН/м α, град 
0 10 5 20 I 30 
1 12 4 10 2 15 
2 8 6 5 4 45 
3 14 3 8 3 60 
4 16 8 12 2 30 
5 6 7 4 3 60 
6 10 6 8 0,5 15 
7 6 12 15 4 45 
8 4 8 9 1.5 30 
9 20 10 6 5 60 

 
Основные теоретические положения, используемые при решении 

задач 
Тела, ограничивающие перемещения данного тела, являются по от-

ношению к нему связями. В точках контакта тела со связью возникают си-
лы их взаимодействия. Силы, которыми связи действуют на данное тело, 
называются реакциями связей. При решении задач, кроме активных сил, 
действующих на данное тело, необходимо учитывать и эти контактные си-
лы (реакции связей). 
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Реакции связей в задачах статики определяют, решая уравнения рав-
новесия, составляемые для отдельных тел или конструкций. Эти уравнения 
будут указаны ниже. Но направления реакций связей во многих случаях 
могут и должны быть определены предварительно (до составления уравне-
ний равновесия) из рассмотрения свойств связей. 

В вариантах предлагаемых заданий используются виды связей 
(опор), которые приведены ниже. 

Цилиндрическая шарнирно-неподвижная опора 
Эта опора изображается, как показано на ри-
сунке 1.2. Она препятствует любому поступа-
тельному движению (тела) балки, но дает ему 
возможность свободно поворачиваться вокруг 
оси шарнира. Реакция R

r
 цилиндрического 

шарнира может иметь любое направление в 
плоскости, перпендикулярной оси шарнира. 
 
При решении задач реакция R

r
 заменяется  

двумя  взаимно перпендикулярными состав-
ляющими, например, xR

r
 и yR

r
 (рис. 1.3). Оп-

ределив в ходе решения задачи составляющие 
xR
r

 и yR
r

, находят модуль и направление реак-
ции R

r
. Если знак величины какой-либо силы 

окажется отрицательным, то  это означает, что  
направление силы противоположно тому, ко-
торое было предварительно указано на рисун-
ке. 

 

Цилиндрическая шарнирно-подвижная опора 
(рис. 1.4), нижняя обойма которой поставлена 
на катки, не препятствует перемещению балки 
параллельно опорной плоскости, если не учи-
тывать сил трения. Линию действия реакции 
такой опоры следует считать проходящей че-
рез центр шарнира перпендикулярно к опор-
ной плоскости. Таким образом, не известен 
только модуль этой реакции. 

 

 

 

R
r

 

R
r

 

R
r

 

x  

y  

xR
r

 

yR
r

 

Рис. 1.4 

Рис. 1.2 

Рис. 1.3 
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Если на твердое тело наложена гибкая 
связь (нить, канат, трос, цепь и др.), то ре-
акция связи, приложенная к телу в точке 
его крепления к связи, направлена вдоль 
связи от тела, как показано на рисунке 1.5. 

 

Опорой конструкции может служить не-
весомый стержень с двумя концевыми 
шарнирами (рис. 1.6). Невесомым назы-
вают стержень, весом которого по срав-
нению с воспринимаемой им нагрузкой 
можно пренебречь. Реакция R

r
 прямоли-

нейного стержня направлена вдоль оси 
стержня. 

 

В случае заделки одного тела в другое 
(рис. 1.7) реакцию опоры (стены) следует 
представить, как состоящую из силы R

r
, 

разложенной на составляющие xR
r

 и yR
r

, 
а также из момента M . 
 

 

 

 

Во всех вариантах задания присутствует прямолинейный участок 
конструкции, находящийся под действием распределенной нагрузки посто- 

янной интенсивности q  (рис. 1.8). Такую 
нагрузку следует заменить ее равнодейст-
вующей Q

r
, направленной перпендику-

лярно нагруженному отрезку (длиной l ) и 
приложенной в его середине. Модуль 
равнодействующей  определяется выра-
жением 

lqQ ⋅= .   (1.1) 

Среди всевозможных уравнений равновесия тела под действием про-
извольной плоской системы сил не может быть более трех независимых. 

1T
r

 2T
r

R
r

R
r

 

x  

y  

xR
r

yR
r

M  

q  

l

Q
r

 

Рис. 1.5 

Рис. 1.6 

Рис. 1.7 

Рис. 1.8 
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Из них можно определить не более трех неизвестных (реакций). При пра-
вильном выполнении настоящего задания число искомых реакций равно 
трем. 

При решении задач можно пользоваться любой из указываемых ниже 
трех форм системы уравнений равновесия тела (конструкции) под дейст-
вием произвольной плоской системы сил. 

При составлении уравнений равновесия в первой форме требуют, 
чтобы суммы проекций всех сил на произвольно выбранные оси декарто-
вых координат x , y  и сумма моментов этих сил относительно произволь-
но выбранной точки O  равнялись нулю, т. е. записывают уравнения: 

∑ =
=

n

1i
ix 0F ,  ∑ =

=

n

1i
iy 0F ,  ∑ =

=

n

1i
o 0)(M iF

r
.   (1.2) 

При составлении уравнений равновесия во второй форме можно ог-
раничиться составлением одного уравнения равновесия в проекциях, на-
пример, на ось x , и добавить два уравнения моментов относительно двух 
произвольных точек A  и B , взятых так, чтобы ось x  не была перпендику-
лярна прямой AB : 

∑ =
=

n

1i
ix 0F ,  ∑ =

=

n

1i
A 0)(M iF

r
,  ∑ =

=

n

1i
B 0)(M iF

r
.  (1.3) 

Третья форма уравнений равновесия получится, если составить три 
уравнения моментов относительно произвольно выбранных точек A , B  и 
C , не лежащих на одной прямой: 

∑ =
=

n

1i
A 0)(M iF

r
, ∑ =

=

n

1i
B 0)(M iF

r
, ∑ =

=

n

1i
C 0)(M iF

r
.   (1.4) 

Задание рекомендуется выполнять в следующем порядке: 
1) выделить и изобразить на рисунке некоторое тело (конструкцию), 

из уравнений равновесия которого можно определить искомые реакции 
связей (опор); 

2) изобразить на рисунке задаваемые внешние силы, приложенные к 
этому телу (конструкции); при этом следует заменить распределенные на-
грузки их равнодействующими; 

3) изобразить на рисунке реакции связей, наложенных на выбранное 
тело (конструкцию); 

4) выбрать и указать на рисунке направления осей декартовых коор-
динат и точку (или точки), относительно которой будет составлено урав-
нение моментов; 

5) составить уравнения равновесия тела; 
6) решая уравнения равновесия, определить неизвестные величины. 
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Уравнения равновесия можно составлять в любой из указанных форм 
(уравнения (1.2), (1.3) или (1.4)). Следует стремиться к получению таких 
уравнений равновесия, в каждое из которых входила бы только одна неиз-
вестная величина. В этом случае вместо совместного решения системы 
уравнений можно каждую из неизвестных величин непосредственно опре-
делить из соответствующего уравнения. Для этого оси координат целесо-
образно направить так, чтобы некоторые неизвестные силы оказались пер-
пендикулярными к этим осям. Тогда величины этих неизвестных сил в со-
ответствующее уравнение проекций не войдут. Если центр моментов, то 
есть точку, относительно которой должно быть составлено уравнение мо-
ментов, выбрать в точке пересечения линий действия двух неизвестных 
сил, то из соответствующего уравнения моментов непосредственно опре-
деляется величина третьей неизвестной силы. Если, однако, при этом 
центр моментов оказывается расположенным так, что вычисление плеча 
искомой силы представляет значительные трудности, то лучше составить 
такое уравнение моментов (относительно другого центра), в которое вой-
дут величины двух неизвестных сил, а затем совместно решить получен-
ную систему уравнений. 

 
Выполняя задание, следует придерживаться следующей формы 

Задание 1 

Вариант схемы 4, вариант исходных данных 3. 

Условие задачи 

 
Найти реакции связей (опор), 
наложенных на основное тело 
конструкции – балку или 
сварной стержень. Схема кон-
струкции показана на рисун-
ке 1.9 (размеры, м). 
 
 

 

Дано: 14G =  кН, 4P =  кН, 7M =  кН·м, 3q = кН/м, o60=α . 

Найти: реакции опор балки. 

 

 

Рис. 1.9 
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Решение. 

На балку действуют (рис. 1.10) следующие активные силы: сила тя-
жести G

r
, приложенная в ее середине, сила P

r
, направленная под углом 

o60=α  к вертикали, равнодействующая Q
r

 распределенной нагрузки, рав-
ная кН 3=⋅= CBqQ , приложенная в середине участка СВ  и направленная 
вертикально вниз, и, наконец, пара сил с моментом M . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.10 

 
Реакцию BR

r
 опоры B  направляем перпендикулярно опорной плос-

кости, неизвестную по направлению реакцию AR
r

 представляем двумя вза-
имно перпендикулярными составляющими AxR

r
 и AyR

r
. 

Уравнение равновесия балки в проекциях на ось x имеет вид 

030cos60sin =+⋅+⋅ AxB RRP oo .    (1.5) 

Уравнение моментов относительно центра A  имеет вид 

030sin30sin =−⋅+⋅⋅−⋅+⋅⋅ MEAGBARDAQCAP B
oo . (1.6) 

Уравнение моментов относительно центра B  имеет вид 

030sin =⋅+−⋅−⋅+⋅⋅ BARMBEGDBQCBP Ay
o .  (1.7) 

AxR
r

 

AyR
r

 

M

G
r

 
P
r

 

o60  

o30  

BR
r

 

Q
r

 

C  B  A  

21 5,0  5,0  

x

y  

D  E
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Решая эту систему уравнений равновесия, определим неизвестные 
величины. Уравнение моментов (1.6) позволяет вычислить реакцию AyR : 

кН 83,5
30sin

≈
+⋅+⋅−⋅⋅−

=
BA

MBEGDBQCBP
RAy

o

. (1.8) 

Из уравнения моментов (1.7) находим реакцию BR : 

кН 33,26
30sin

30sin
≈

⋅

−⋅+⋅+⋅⋅
=

o

o

BA
MEAGDAQCAP

RB .  (1.9) 

Подставив полученное значение BR  в уравнение (1.5), определяем 
неизвестную реакцию AxR : 

кН 27,2630cos60sin −≈⋅−⋅−= oo
BAx RPR .  (1.10) 

Для проверки вычислений составим уравнение равновесия балки в 
проекциях на ось y , направленную, как показано на рисунке 1.9. Справед-
ливость проведенных расчетов подтверждается выполнением этого урав-
нения, т. е. равенством 

∑ =
=

n

1i
iyF 030sin60cos ≈+−⋅+−⋅− AyB RGRQP oo .  (1.11) 

Модуль полной реакции AR  определяется по формуле 

( ) ( ) кН 91,2622 ≈+= AyAxA RRR .    (1.12) 

 
Ответ: кН 33,26≈BR , кН 27,26−≈AxR , кН 83,5≈AyR , кН 91,26≈AR . 
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КИНЕМАТИКА 

Тема 2. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ  

Задание 2 

По заданным уравнениям движения точки М в декартовых координа-
тах x = f1(t), y = f2(t) найти: 

1) уравнение траектории движения точки; 
2) скорость и ускорение точки в произвольный момент времени t, а 

также в момент времени t = t1; 
3) касательное и нормальное ускорения точки в момент времени t1; 
4) радиус кривизны траектории в точке, совпадающей с положением 

точки М в момент времени t = t1. 
Кроме того, построить, выбрав соответствующие масштабы для 

длин, скоростей и ускорений: 
1) траекторию точки; 
2) положение точки на траектории в момент временя t = t1; 
3) скорость и ускорение точки, а также касательное и нормальное 

ускорения для момента времени t = t1. 
Уравнения движения точки и момент времени t = t1 выбрать по по-

следней цифре шифра, величины коэффициентов a и b, приведенных в 
таблице 2.1, – по предпоследней цифре. 

Уравнения движения точки и значение времени t к заданию 2: 
 

0. x = a sin(πt/4)  y = b cos(πt/4)  t1 = 3 c 
1. x = a sin(πt/6)  y = 4 + b cos(πt/6) t1 = 1 c 
2. x = 10at   y = bt2   t1 = 0,5 c 
3. x = 1 – a cos t  y = b sint   t1 = π/4 c 
4. x = a cos3t – 1  y = 3 + b sin 3t  t1 = π/18 c 
5. x = a – sin t   y = b + 2 cos t  t1 = π/3 c 
6. x = at    y = at – bt2   t1 = 0,2 c 
7. x = a cos(2πt/3)  y = 2 + b sin(2πt/3) t1 = 2 c 
8. x = a + 2 sin(πt/4)  y = b + 2 sin(πt/4)  t1 = 1 c 
9. x = at2 + bt   y = 2bt   t1 = 0,3 c 
 
 

Таблица 2.1  
Номер варианта исходных данных Заданная 

 величина, м 0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 
a 2 3 1 4 5 6 3 2 1 4 
b 6 1 2 5 4 3 2 5 3 2 
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Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Положение точки M  в выбранной системе отсчета можно задать 
тремя ее координатами, например, прямоугольными декартовыми коорди-
натами x , y , z . При движении точки ее координаты являются функциями 
времени 

)t(fx 1= , )t(fy 2= , )t(fz 3= .    (2.1) 

Если точка движется в одной плоскости, к примеру, Oxy , будем 
иметь два уравнения движения 

)t(fx 1= , )t(fy 2= .     (2.2) 

Приведенные уравнения можно рассматривать как параметрические 
уравнения траектории точки (параметр – время t ). Для того чтобы полу-
чить уравнение траектории в виде уравнения, связывающего координаты 
точки, например, в виде )x(y ϕ= , необходимо из уравнений движения ис-
ключить время t . 

Проекции скорости на оси прямоугольных декартовых координат 
равны первым производным от соответствующих координат точки по вре-
мени, т. е. 

x
dt
dxvx &== , y

dt
dyvy &== .   (2.3) 

Модуль скорости v  определяется равенством 
2222 yxvvv yx && +=+= .    (2.4) 

Вектор скорости точки vr  направлен по касательной к траектории 
точки в сторону ее движения. 

Проекции ускорения точки на оси прямоугольных декартовых коор-
динат равны первым производным от соответствующих проекций скорости 
или вторым производным от соответствующих координат точки по време-
ни 

x
dt

dva x
x &&== , y

dt
dv

a y
y &&== .   (2.5) 

Модуль ускорения a  вычисляется по формуле 
222

y
2
x yxaaa &&&& +=+= .    (2.6) 

В соответствии с содержанием данного задания ограничимся рас-
смотрением движений точки по плоскости. Выберем на плоской траекто-
рии точки начало O  и положительное направление отсчета дуговой коор-
динаты s . Проведем через рассматриваемую точку M  касательную и нор-
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маль к траектории. Введем в рассмотрение единичные векторы (орты) ка-
сательной τr  и главной нормали nr , направив орт τr  в сторону возрастания 
дуговой координаты, а орт nr  − в сторону вогнутости кривой (рис. 2.1). 
 

 

 

 

 

 
Рис. 2.1 

Ускорение точки может быть представлено в виде геометрической 
суммы двух составляющих. Составляющая, направленная по касательной к 
траектории, называется касательным или тангенциальным ускорением. Это 
ускорение может быть представлено формулой 

τrr

dt
dVτ

τ =a ,     (2.7) 

где 
dt
dsv =τ  − алгебраическая величина скорости, равная проекции скоро-

сти на положительное направление касательной к траектории в рассматри-
ваемой точке оси. 

Составляющая ускорения, направленная по главной нормали, назы-
вается нормальным ускорением. Нормальное ускорение определяется 
формулой 

nan
rr

ρ

2v
= ,      (2.8) 

где ρ  − радиус кривизны траектории. 
Таким образом, ускорение может быть представлено в виде 

nτ aaa rrr
+= .      (2.9) 

Касательное ускорение характеризует быстроту изменения величины 
скорости точки. Оно направлено: 

 в сторону скорости при ускоренном движении; 
 в сторону, противоположную вектору скорости, при замедленном 

движении. 
Нормальное ускорение всегда направлено в сторону вогнутости тра-

ектории, к центру ее кривизны, и  характеризует быстроту изменения ско-
рости по направлению. 

O

M

s  
+  

τr  

nr

ar  

τar  

nar  
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Ускорение направлено в сторону вогнутости траектории (рис. 2.1) 
или (если 0an = ) по касательной к ней. 

Так как векторы τar  и nar  взаимно перпендикулярны, то модуль ус-
корения может быть представлен в виде 

2

42
22

ρ
τ

τ
v

dt
dvaaa n +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= .   (2.10) 

При решении задач удобно использовать следующие соотношения: 

v
avav

vv
va yyxx +

=
⋅

=
⋅

=
ava rvrv

τ
τ , 

22
τaaan −= ,  

na
v2

=ρ . 

Знак скалярного произведения yyxx avav +=⋅av rr  определяет харак-
тер движения точки: положительное значение будет получено при совпа-
дении направлений векторов vr  и τar , движение точки в этом случае явля-
ется ускоренным; отрицательное значение указанного скалярного произве-
дения соответствует замедленному движению точки; нулевое значение – 
равномерному. 
 

При выполнении задания следует придерживаться следующей формы. 
 

Задание 2 

Вариант данных 1. 

Условие задачи 

По заданным уравнениям движения точки  М в декартовых коорди-
натах x = f1(t), y = f2(t) найти: 

1) уравнение траектории движения точки; 
2) скорость и ускорение точки в произвольный момент времени t, а 

также в момент времени t = t1; 
3) касательное и нормальное ускорения точки в момент времени t1; 
4) радиус кривизны траектории в точке, совпадающей с положением 

точки М в момент времени t = t1. 
Кроме того, построить, выбрав соответствующие масштабы для 

длин, скоростей и ускорений: 
1) траекторию точки; 
2) положение точки на траектории в момент временя t = t1; 

(2.11) 
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3) скорость и ускорение точки, а также касательное и нормальное 
ускорения для момента времени t = t1. 
Дано: 

)6/sin(3 tx π=  м, )6/cos(42 ty π+=  м, 1t1 =  с. 
Решение. 

1. Получим уравнение траектории движения точки в координатной 
форме, исключив время t из уравнений движения. Выражая )6/sin( tπ  и 

)6/cos( tπ  из заданных уравнений движения, имеем  

3
)6/sin( xt =π , 

4
2)6/cos( −

=
ytπ .    (2.12) 

Воспользовавшись тем, что 1)6/(cos)6/(sin 22 =+ tt ππ , получаем уравнение 
траектории в виде 

1
4

2
3

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ yx .     (2.13) 

Последнее уравнение представляет собой уравнение эллипса с полу-
осями 3 и 4 с центром в точке (0,2) (рис. 2.2). 

2. Выясним, где находится точка на траектории в момент времени 1t : 
м 5,1)6/sin(31 === πtx , 

м 5,5322)6/cos(421 ≈+=+== πty . 

Таким образом, точка в момент времени 11 == tt с имеет координаты 
)5,5;5,1(1M . Ее положение на траектории указано на рисунке 2.2. 

3. Определим скорость и ускорение точки M  в произвольный мо-
мент времени t , а также в момент времени 1t . 

Проекции скорости на оси y,x  равны первым производным от соот-
ветствующих координат точки по времени 

)6/cos(
2

txvx ππ
== & , )6/sin(

3
2 tyvy ππ

−== & .  (2.15) 

Модуль скорости v  равен 

.)6/(sin79
6

)6/(sin16)6/(cos9
6

2

2222

t

ttvvv yx

ππ

πππ

+=

=+=+=
  (2.16) 

Для момента времени 1t  будем иметь 

(2.14) 
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36,1
2
3

21 ≈⋅==
π

txv  м/с, 05,1
2
1

3
2

1
−≈⋅−=

=

π
tyv  м/с, 

72,11 ≈=tv  м/с. 

По найденным проекциям построим вектор скорости jv
rrv

yx vv += i  в 
точке 1M  (рис. 2.2). 

Проведя построение, полезно убедиться в том, что вектор скорости 
vr  в соответствии с теоретическими положениями направлен по касатель-
ной к траектории точки в сторону ее движения. 

Проекции ускорения точки на оси прямоугольных декартовых коор-
динат равны первым производным от соответствующих проекций скорости 
или вторым производным от соответствующих координат точки по време-
ни, т. е. 

)6/sin(
12

2
tvxa xx ππ

−=== &&& , )6/cos(
9

2
tvya yy ππ

−=== &&& . (2.18) 

Модуль ускорения a  вычисляется по формуле 

.)6/(cos6381
108

)6/(cos144)6/(sin81
108

2
2

22
2

22

t

ttaaa yx

ππ

πππ

+=

=+=+=
  (2.19) 

Для момента времени t = 1t  = 1 с будем иметь 

41,0
2
1

12

2

1 −≈⋅−==
π

txa  м/с2,  95,0
2
3

9

2

1
−≈⋅−=

=

π
tya  м/с2, 

03,11 ≈=ta  м/с2. 
По найденным проекциям ускорения строится вектор ускорения 

jia
rrr

yx aa +=  в точке 1M  (рис. 2.2). 
Следует удостовериться, что вектор ускорения ar  направлен в сторо-

ну вогнутости траектории. 
4. Найдем касательное и нормальное ускорения точки в момент вре-

мени 1t , используя соотношения 

v
avav

a yyxx +
=τ , 22

n aaa τ−=    (2.21) 

и результаты предыдущих вычислений.  

 

 

(2.17) 

(2.20) 
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Рис. 2.2 

Будем иметь 

2
1

м/с 260
721

950051410361
,

,
),(),(),(,

a
t

≈
−⋅−+−⋅

≈
=τ , 

222
1 м/с 126,003,1 ≈−≈=tna . 

По знаку скалярного произведения yyxx avav +=⋅av rr  заключаем, что 
в данный момент времени движение точки является ускоренным. 

5. Определим радиус кривизны траектории в точке 1M , для чего вос-
пользуемся равенством  

na
v2

=ρ .     (2.23) 

В результате получим м 96,2
1
72,1 2

≈≈ρ . 

6. Векторы скорости, ускорения, касательного, нормального ускоре-
ний точки в соответствующем масштабе показаны на рисунке 2.2. Резуль-
таты вычислений для заданного момента времени приведены в таблице 2.2 

 

 1 

1 

0M
1M

V
r

O  x

y  

τar

nar

ar

0

0

1

1 

м/с 

м/с2 

(2.22) 
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Таблица 2.2 

Координаты, 
м 

Скорость, м/с Ускорение, м/с2 Рад. 
крив., 
м 

x  y  xv  yv  v  xa ya a  τa
 

na
 

ρ  

1,5 5,5 1,36 -1,05 1,72 -0,41 -0,95 1,03 0,26 1,00 2,96 
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Тема 3. ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ  

НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ  

Задание 3 
 

По заданному уравнению прямолинейного поступательного движе-
ния груза 1 определить скорость, а также касательное, нормальное и пол-
ное ускорения точки М механизма в момент времени t1, когда путь, прой-
денный грузом, равен S. 

Показать на рисунке векторы скорости и ускорения точки.  
Схемы механизмов представлены на рисунке 3.1. 

 

  

  

  

Рис. 3.1 
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Рис. 3.1. Продолжение 

Исходные данные приведены в таблице 3.1. 

Таблица 3.1 
 

Заданные величины Номер варианта 
исходных данных R2, см r2, см R3, см x = x(t), x - см, t - с S, м 

0 60 45 36 10 + 100 t2 0,5 
1 100 60 75 18 + 70 t2 0,2 
2 100 60 30 5 + 60 t2 0,5 
3 40 25 20 5 + 40 t2 0,3 
4 20 15 10 2 + 50 t2 0,1 
5 15 10 20 5 + 80 t2 0,2 
6 20 10 30 4 + 90 t2 0,5 
7 40 30 20 10 + 40 t2 0,3 
8 30 15 40 5 + 60 t2 0,2 
9 25 20 50 6 + 30 t2 0,3 

 
Примечание. Для определения момента времени t1 необходимо учесть, 

что путь S, пройденный телом за время t = t1, заданный в условии задания, 
равен  

S = x(t1) – x(t0), 

где t0 = 0. 
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Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Вращательное движение твердого тела полностью определяется за-
данием угла его поворота как функции времени: )t(ϕϕ = . Угол поворота 
обычно измеряют в радианах. Главными кинематическими характеристи-
ками вращательного движения в целом являются угловая скорость и угло-
вое ускорение. 

Угловая скорость тела в данный момент времени равна первой про-
изводной по времени от угла поворота 

ϕϕω &==
dt
d~ .     (3.1) 

Введенная таким образом угловая скорость ω~  будет положительной, если 
в рассматриваемый момент времени тело вращается в направлении, соот-
ветствующем произвольно выбираемому положительному направлению 
отсчета угла ϕ , т. е. если в данный момент угол ϕ  возрастает. Если в дан-
ный момент тело движется так, что угол ϕ  убывает, то величина ω~  будет 
отрицательной. Абсолютное значение угловой скорости будем обозначать 
через ω : ϕωω &== ~ . Если угол поворота измеряется в радианах, а время – 
в секундах, то единицей измерения угловой скорости будет рад/с (или, ко-
роче, с-1). 

Угловое ускорение тела в данный момент времени равно первой 
производной от угловой скорости или второй производной от угла поворо-
та тела по времени 

ϕϕωε &&===
2

2

dt
d

dt

~d~ .     (3.2) 

Если знаки ω~  и ε~  одинаковы, тело вращается ускоренно; если раз-
ные – замедленно. Абсолютное значение углового ускорения будем обо-
значать через ε : ϕεε &&== ~ . Единицей измерения углового ускорения яв-
ляется рад/с2 (или, короче, с-2). 

Кинематические характеристики движения отдельных точек твердо-
го тела определяются характеристиками движения тела в целом и положе-
нием точек в теле.  

При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси любая его 
точка описывает окружность с центром на оси вращения, лежащую в плос-
кости, перпендикулярной оси. Радиус окружности представляет собой рас-
стояние h  от точки до оси вращения. 

Величина скорости точки твердого тела, вращающегося вокруг не-
подвижной оси, равна произведению угловой скорости ω  тела на расстоя-
ние h  от этой точки до оси вращения 
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hv ⋅= ω .      (3.3) 

Из формулы (3.3) следует, что модули скоростей точек вращающегося тела 
пропорциональны расстояниям от этих точек до оси вращения. На рисун-
ке 3.2 показана эпюра скоростей точек, лежащих на отрезке OM . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3.2 

Направление касательной к траектории любой точки тела считается 
положительным, если оно соответствует принятому в качестве положи-
тельного направлению отсчета угла ϕ . Проекция ускорения точки M  на 
положительное направление касательной к траектории определяется ра-
венством 

h~a ⋅= ετ .     (3.4) 

Модуль касательного ускорения 
ha ⋅= ετ .     (3.5) 

Модуль нормального ускорения точки M  равен 
ha 2

n ⋅=ω .     (3.6) 

Касательное ускорение τar  точки M  направлено по касательной к 
описываемой этой точкой окружности: 

 в ту же сторону что и скорость (рис. 3.3, а), если вращение ускорен-
ное (при этом знаки ω~  и ε~  одинаковы); 

 в сторону, противоположную скорости (рис. 3.3, б), если вращение 
замедленное (при этом знаки ω~  и ε~  разные). 

Нормальное ускорение nar  точки всегда направлено от этой точки к 
оси вращения тела (к центру O  описываемой точкой окружности), поэто-
му ускорение nar  называют также центростремительным (или осестреми-
тельным). 

O ω

ϕ

M

vr  

h  
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Ускорение точки M  является геометрической суммой своих нор-
мальной и касательной составляющих, т. е. 

naaa rrr
+= τ .     (3.7) 

Модуль ускорения 
422

n
2 haaa ωετ +=+= .    (3.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

а      б 

Рис. 3.3 

При выполнении задания следует придерживаться следующей формы. 
Задание 3 

Схема 1, вариант данных 5. 

Условие задачи 
По заданному уравнению прямолинейного поступательного движе-

ния груза 1 определить скорость, а также касательное, нормальное и пол-
ное ускорения точки М механизма в момент времени t1, когда путь, прой-
денный грузом, равен S. 

Показать на рисунке векторы скорости и ускорения точки (рис.3.4).  
Дано: 60R2 =  см, 40r2 =  см, 

50R3 =  см, 2,0S =  м, 
2t8018)t(x +=  см, 

 
  

Найти: MV ,  τMa , Mna , Ma . 
 

  Рис. 3.4 

O

ω  

ϕ

M  

V
r

h  
ε  

τar  

nar

ar  

O

ω  

ϕ

M

V
r

ε

τar  
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ar  
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Решение. 

Для определения момента времени 1t  необходимо учесть, что путь 
2,0S =  м = 20 см, пройденный грузом 1 за время 1tt = , определяется вы-

ражением 
)t(x)t(xS 01 −= ,    (3.9) 

где 0t0 = . Поэтому с учетом данных задачи получим следующее уравне-

ние относительно неизвестного момента времени 1t : 
2
1

2
1 t8018t801820 =−+= .   (3.10) 

Отсюда 5,0t1 =  с. 
Скорость груза 1 в прямолинейном поступательном движении опре-

деляется как первая производная по времени от координаты )t(x  

tt
dt
dxv 160)8018( 2

1 =+== & .   (3.11) 

Обозначим через A  точку схода нити с колеса 2 (рис. 3.5). Очевидно, 
что скорость этой точки совпадает со скоростью груза 1, так как нить 
предполагается нерастяжимой: 1vvA = . С другой стороны, рассматривая 
точку A  как точку, лежащую на ободе колеса радиуса 2r , заключаем, что 
ее скорость 22 rvA ⋅= ω . Следовательно, 

221 rv ⋅= ω ,      (3.12) 
и, значит, 

2

1
2 r

v
=ω .      (3.13) 

 

 
Рис. 3.5 
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Для получения соотношения, связывающего угловые скорости колес 
2 и 3, учтем, что точки касания этих колес (иначе, точки их зацепления, со-
вмещенные в полюсе B ) имеют равные скорости, так как отсутствует 
скольжение между колесами. Скорость той из этих точек, которая принад-
лежит ободу колеса 2, равна 

22 RvB ⋅= ω .     (3.14) 

Скорость другой точки, лежащей на ободе колеса 3, равна 
33 RvB ⋅= ω .     (3.15) 

Таким образом, 
3322 RR ⋅=⋅ ωω .     (3.16) 

Выражая 3ω  из последнего уравнения и учитывая (3.13), будем 
иметь 

1
23

2
2

3

2
3 v

rR
R

R
R

== ωω .    (3.17) 

Подставляя сюда заданные в условии величины и учитывая равенст-
во (3.11), получаем 

t8,43 =ω .     (3.18) 

Угловое ускорение колеса 3 равно 
2

33 рад/с 8,4==ωε & .    (3.19) 
Угловое ускорение положительно, как и угловая скорость этого ко-

леса. Значит, вращение колеса 3 является ускоренным. 
Скорость точки M , ее касательное, нормальное и полное ускорения 

рассчитываются по формулам 
tRvM 24033 =⋅= ω ; 

2
33M см/с 240Ra =⋅= ετ , 2

3
2
3Mn t1152Ra =⋅=ω ,  (3.20) 

2
Mn

2
MM )a()a(a += τ . 

Результаты вычислений для момента времени c 5,01 =t  приведены 
ниже в таблице 3.2. 

Векторы скорости, касательного, нормального и полного ускорений 
точки M  показаны на рисунке 3.5. 

Таблица 3.2 

Mv , см/с τMa , см/с2 
Mna , см/с2 

Ma , см/с2 

120 240 288 374,89 
 



 28 

Тема 4. ПЛОСКО-ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

Задание 4 

Найти для заданного положения механизма скорости и ускорения 
точек В и С, а также угловые скорость и ускорение звена, которому эти 
точки принадлежат. Схемы механизмов и необходимые для расчета дан-
ные приведены в таблице 4.1.  

В задании приняты следующие обозначения: 
ωOA и εOA − угловые скорость и ускорение кривошипа ОА при задан-

ном положении механизма; 
ω1 − угловая скорость колеса 1; 
VA и aA − скорость и ускорение точки А. 
Качение колес происходит без скольжения. 

 
Таблица 4.1 

Номер варианта исходных данных Схема механизма Заданные ве-
личины 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

ωOA,    рад/с 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
εOA,   рад/с2 2 8 3 1 5 6 9 4 7 2
r,       см 15 10 25 30 12 18 28 40 32 24
OA,   см 70 15 50 36 250 24 64 48 60 80
AC,   см 3 8 20 12 7 15 20 24 15 18
α,      град 120 210 30 45 225 135 0 180 60 150

 
β,      град 30 90 45 60 12 90 45 30 45 0

ωOA,    рад/с 5 4 3 2 1 6 5 4 3 2
εOA,   рад/с2 8 2 7 9 5 4 1 6 3 1
r,       см 15 10 25 30 12 18 28 40 32 24
OA,   см 70 15 50 36 25 24 64 48 60 80
AC,   см 3 8 20 12 7 15 20 24 15 18
α,      град 0 30 45 60 90 135 120 45 150 60

 
β,      град 135 45 90 30 120 30 135 30 0 45

ωOA= const ,рад/с 4 6 8 1 2 3 4 8 5 7
ω1    = const , рад/с 6 4 9 1 5 8 7 2 1 3
r,       см 15 10 25 30 12 18 28 40 32 24
OA,   см 18 50 32 64 80 48 40 60 72 28
AC,   см 12 2 5 18 5 3 8 16 17 6
α,      град 135 30 45 60 120 135 0 30 45 150

 
β,      град 30 90 30 45 135 90 45 180 60 0
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Продолжение таблицы 4.1
Номер варианта исходных данных Схема механизма 

 
Заданные вели-

чины 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
ωOA= const ,рад/с 6 4 2 9 8 7 6 2 5 3
ω1    = const , рад/с 8 2 7 3 5 4 1 6 3 9
r,       см 15 10 25 30 12 18 28 40 32 24
OA,   см 18 58 32 64 80 48 40 60 72 28
AC,   см 12 2 5 18 5 3 8 16 17 6
α,      град 30 45 60 90 120 135 30 45 60 135

 β,      град 0 60 30 45 150 30 120 60 135 30

ωOA,    рад/с 3 5 2 6 7 8 9 2 1 6
εOA,   рад/с2 2 8 3 1 4 6 9 4 7 9
r,       см 55 5 20 6 13 6 36 8 28 56
OA,   см 70 15 50 36 25 24 64 48 60 80
AC,   см 30 4 18 3 7 2 30 6 10 48
α,      град 45 150 135 120 60 45 30 45 45 30

 β,      град 60 0 60 45 45 90 45 120 30 90
ωOA,    рад/с 1 5 4 2 9 6 3 4 7 9
εOA,   рад/с2 б 8 9 5 2 3 1 8 7 4
r,       см 3 40 7 34 68 30 12 20 40 4
OA,   см 18 50 32 64 60 48 40 60 72 28
AC,   см 2 25 6 30 15 12 8 6 24 2
α,      град 30 60 45 120 135 30 45 90 60 90

 β,      град 45 45 30 45 30 135 120 30 135 45
ωOA,    рад/с 3 5 2 6 7 8 9 2 4 6
εOA,   рад/с2 7 9 8 3 2 5 9 1 6 4
OA,   см 15 20 50 25 40 64 12 36 60 64
AB,    см 16 32 80 25 50 100 40 84 60 72
AC,    см 8 10 48 4 36 84 32 15 24 16

 

α,    град 30 45 90 60 90 120 30 90 45 60

ωOA,    рад/с 7 5 8 4 3 2 1 8 6 4
εOA,   рад/с2 3 1 2 7 8 5 1 9 4 6
OA,   см 16 24 50 25 15 32 12 10 48 24
AB,    см 20 32 80 25 40 64 40 36 60 64
AC,    см 7 5 40 20 16 56 12 15 10 50

 

α,    град 45 30 30 45 90 45 135 120 90 90

VA,    см/с 50 15 40 32 24 36 48 54 70 16
aA,   см/с2 12 7 5 3 16 8 9 12 20 14
AB,    см 75 16 36 60 64 28 72 40 10 25
AC,    см 64 3 30 30 25 13 28 36 2 16
α,    град 30 60 45 45 30 30 60 60 30 45

 

β,      град 45 45 30 60 135 60 30 60 120 45
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Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Мгновенным центром скоростей (МЦС) твердого тела называется та 
его точка P , скорость которой в рассматриваемый момент времени равна 
нулю. В различные моменты времени мгновенным центром скоростей яв-
ляются разные точки тела. 

При определении направлений и величин скоростей точек звеньев 
механизма, а также угловых скоростей этих звеньев используются сле-
дующие свойства МЦС: 

1) скорость любой точки тела направлена перпендикулярно к отрез-
ку, соединяющему эту точку с МЦС, в сторону вращения; 

2) скорость любой точки M  тела равна произведению его угловой 
скорости на расстояние от этой точки до МЦС: 

MPvM ⋅= ω ;     (4.1) 

3) угловая скорость тела равна скорости любой его точки М, делен-
ной на расстояние от этой точки до МЦС: 

MP
VM=ω ;      (4.2) 

4) скорости точек тела пропорциональны расстояниям от этих точек 
до МЦС: 

...===
LP
v

NP
v

MP
v LNM     (4.3) 

Таким образом, скорости точек тела при плоском движении распре-
деляются в каждый данный момент точно так же, как и при вращении во-
круг неподвижной оси. Роль оси вращения играет мгновенная ось, прохо-
дящая через мгновенный центр скоростей P  перпендикулярно плоскости 
движения.  

Решение задачи начинается с определения МЦС каждого звена ме-
ханизма. При этом могут встретиться следующие ситуации: 

1. Известны прямые, по которым направлены скорости двух точек 
звена, причем эти прямые не параллельны одна другой (рис. 4.1). В этом 
случае МЦС определяется как точка пересечения перпендикуляров, вос-
становленных из точек к направлениям их скоростей. Заметим, что МЦС 
может оказаться за пределами звена; тогда его следует рассматривать как 
точку плоскости, неизменно связанной со звеном и движущейся вместе с 
ним. 
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Рис. 4.1 

2. Известны скорости двух точек звена, причем в данный момент эти 
скорости параллельны друг другу и перпендикулярны отрезку, соединяю-
щему точки (рис. 4.2, а, б). В этом случае МЦС находится в точке пересе-
чения прямой, проходящей через эти точки, с прямой, проходящей через 
концы векторов Avr  и Bvr . 

Если в случае, соответствующем рисунку 4.2, а выполняется равен-
ство BA vv = , то МЦС находится в бесконечности, а угловая скорость звена 
в данный момент времени равна нулю. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

а      б 

Рис. 4.2 

3. Известны прямые, по которым направлены скорости двух точек 
звена в данный момент времени, причем эти прямые параллельны одна 
другой и не перпендикулярны отрезку, соединяющему указанные точки 
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В 
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r
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r
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P  
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(на рисунке 4.3 это точки A  и B ). В этом случае перпендикуляры к скоро-
стям, восстановленные из точек, не совпадают и параллельны один друго-
му. В данный момент времени МЦС находится в бесконечности, угловая 
скорость звена равна нулю, а скорости всех его точек одинаковы по моду-
лю и направлению. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.3 

Заметим, что движение фигуры в данный момент времени называется 
мгновенно поступательным, но, вообще говоря, не является поступатель-
ным, так как точки рассматриваемого звена, характеризуемые одинаковы-
ми скоростями, могут иметь различные ускорения. 

4. Если плоское движение осуществляется путем качения тела по 
некоторой неподвижной поверхности, и скольжение в точке касания P  от-
сутствует, то эта точка в данный момент времени является мгновенным 
центром скоростей (рис. 4.4). 
 

 

 

 

 

Рис. 4.4 

5. Если тело вращается вокруг неподвижной оси, то его мгновенный 
центр скоростей все время расположен на этой оси. 

Понятие мгновенного центра скоростей и его свойства используются 
для определения скоростей точек плоских механизмов и угловых скоро-
стей их звеньев. 

При отыскании ускорения произвольной точки B  тела наряду с по-
ложениями предыдущих разделов кинематики используется теорема об ус-
корениях точек плоской фигуры, содержание которой выражается сле-
дующим равенством: 

AV
r

BV
r

 

A

B

P

ω
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ц
BA

вр
BAAB aaaa rrrr

++= ,     (4.4) 

где Aar  − ускорение точки A , принятой за полюс; вр
BAar  и ц

BAar  − соответст-
венно вращательное и центростремительное ускорения точки B  во враща-
тельном движении звена вокруг полюса A . 

В качестве полюса A  следует выбирать такую точку тела, ускорение 
которой легко находится из условия задачи. 

Вектор вр
BAar  направлен перпендикулярно отрезку AB  в сторону вра-

щения звена, если вращение ускоренное, и в противоположную сторону, 
если вращение замедленное. Вектор ц

BAar  направлен всегда от точки B  к 
полюсу A . Модули вращательного и центростремительного ускорений вы-
числяются по формулам 

BAa врBA ⋅= ε , BAa 2ц
BA ⋅=ω .    (4.5) 

Вычисляя модуль ускорения точки B , определяемого геометриче-
ской суммой (4.4), удобно воспользоваться методом проекций. 
 
При выполнении задания следует придерживаться следующей формы 

Задание 4 
Схема 2, вариант данных 5. 

Условие задачи 
Найти для заданного положения механизма скорости и ускорения 

точек В и С, а также угловые скорость и ускорение звена, которому эти 
точки принадлежат. 

В задании приняты следующие обозначения: 
ωOA  и εOA − угловые скорость и ускорение кривошипа ОА при задан-

ном положении механизма; 
ω1  − угловая скорость колеса 1; 

Av  и Aa  − скорость и ускорение точки А.  
Качение колес происходит без скольжения. 
 

Дано: ωOA = 1 рад/с, εOA = 5 рад/с2, 
r = 12 см, OA = 25 см, 
AC = 7 см, α = 90°, 
β = 1200. 

  
 

Найти: Bv , Cv , Ba , Ca , 1ω , 1ε . 
 

Рис. 4.5 
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Решение. 

Согласно данным задачи приведенный в условии рисунок принимает 
вид, показанный на рисунке 4.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.6 

1. Определим скорости точек В и С, а также угловую скорость 1ω  
колеса.  

Модуль скорости точки A  кривошипа OA  определяется равенством 

OAv OAA ⋅= ω .     (4.6) 

Скорость точки A  направлена перпендикулярно OA  в сторону вра-
щения кривошипа. Так как по условию задачи качение колеса по непод-
вижной поверхности происходит без скольжения, то мгновенный центр 
скоростей P  колеса находится в точке касания колеса и поверхности. 

Расстояния BP  и CP  определяются из рассмотрения треугольни-
ков ABP  и ACP  с использованием теоремы Пифагора и теоремы косину-
сов: 

см 97,1612222 222 ≈⋅===+= rrABAPBP ; 

=⋅⋅⋅−+=
∧

),cos(222 APACAPACAPACCP   (4.7) 

 см 44,1060cos1272127 22 ≈⋅⋅⋅−+= o . 

Угловая скорость колеса 

r
v

AP
v AA ==1ω .     (4.8) 

 В 1200

С 

O OAω  

OAε  

A
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Модули скоростей точек В и С вычисляются в соответствии с соот-
ношениями 

BPvB ⋅= 1ω , CPvC ⋅= 1ω .  (4.9) 

По результатам вычислений будем иметь 

см/с 25=Av , с0821  рад/,ω ≈ , 

см/с 30,35≈Bv , см/с 72,21≈CV . 

Векторы скоростей точек В и С направлены перпендикулярно отрез-
кам, соединяющим эти точки с мгновенным центром скоростей, в сторону 
вращения колеса (рис.4.7). 

Для проверки расчетов определим скорости точек В и С другим спо-
собом, используя теорему о проекциях скоростей двух точек тела на ось, 
проведенную через эти точки. Эти проекции, согласно теореме, должны 
быть равны. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.7 

Направим ось x  вдоль прямой AB  (рис. 4.7), тогда  

),cos(),cos(
∧∧

⋅=⋅ xvxv BBA vvA
rr ,   (4.11) 

или, как следует из рисунка 4.7, 
oo 45cos0cos ⋅=⋅ BA vv .    (4.12) 

Отсюда видим, что см/с 35,352522 ≈⋅=⋅= AB vv . Заключаем, что най-
денная ранее скорость точки B  удовлетворяет теореме о распределении 
скоростей точек твердого тела. 

Аналогично проводится проверка вычисления скорости точки С. 

P 

AV
r

BV
r

CV
r

1ω  

 В 1200

С 

O OAω  

OAε  

A Чх 

(4.10) 
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2. Определим ускорения точек В и С, а также угловое ускорение 1ε  
колеса. 

Примем за полюс точку А, так как ее ускорение может быть легко 
найдено из условия задачи. Ускорение точки A  как точки, принадлежащей 
кривошипу OA , складывается из вращательного и центростремительного 
ускорений: 

ц
A

вр
AA aaa rrr
+= , OAa OA

вр
A ⋅= ε , OAa 2

OA
ц
A ⋅=ω .  (4.13) 

Согласно теореме об ускорениях точек плоской фигуры ускорение 
точки В определяется геометрической суммой: 

ц
BA

вр
BAAB aaaa rrrr

++= ,     (4.14) 

или, если учесть (4.13), 
ц
BA

вр
BA

ц
A

вр
AB aaaaa rrrrr

+++= .    (4.15) 

Модуль центростремительного ускорения точки B  во вращательном 
движении колеса вокруг полюса A  вычисляется по формуле 

rBAa 2
1

2
1

ц
BA ⋅=⋅= ωω .     (4.16) 

Проведя расчеты, будем иметь 
2см/с 125255 =⋅=вр

Aa ,  22 см/с 25251 =⋅=ц
Aa , 

22 см/с 92,511208,2 ≈⋅≈ц
BAa . 

Для вычисления модуля вращательной составляющей ускорения вр
BAa  

необходимо предварительно найти угловое ускорение 1ε  колеса. В данном 
варианте задания следует воспользоваться определением углового ускоре-
ния как первой производной по времени от угловой скорости 1ω : 

2
11 /с 42,10

12
1251 рад

r
a

dt
dv

rr
v

dt
d

AP
v

dt
d вр

AAAA ≈===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ωε & . (4.18) 

Тогда 
2

11 см/с 04,1251242,10 =⋅≈⋅=⋅= rBAaврBA εε .  (4.19) 
Теперь установим направления всех векторов, входящих в геометри-

ческую сумму (4.15). Вращение кривошипа OA  − ускоренное, следова-
тельно, направление вектора вр

Aar  совпадает с направлением вектора скоро-

сти Avr . Вектор ц
Aar  направлен от точки A  к оси вращения, т. е. к точке O . 

Вектор вр
BAar  направлен перпендикулярно отрезку AB  в сторону вращения 

(4.17) 
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колеса, так как вращение колеса является ускоренным. Вектор ц
BAar  на-

правлен от рассматриваемой точки B  к полюсу A  (рис. 4.8).  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.8 

Модуль ускорения точки B  определим методом проекций, выбрав 
направление осей x  и y  так, как показано на рисунке 4.8. При этом имеем: 

2см/с 08,7392,51125 =−=−= ц
BA

вр
ABx aaa , 

2см/с 04,10004,12525 −=−=−= вр
BA

ц
ABy aaa , (4.20) 

( ) ( ) 222 см/с 89,123≈+= ByBxB aaa . 
Перейдем к определению ускорения точки C . Как и при рассмотре-

нии точки B , применим теорему об ускорениях точек тела в плоском дви-
жении: 

ц
CA

вр
CA

ц
A

вр
AC aaaaa rrrrr

+++= .   (4.21) 
Модули вращательного и центростремительного ускорений во вра-

щательном движении вокруг полюса A  вычисляются по формулам 
2

1 см/с 94,72742,10 =⋅≈⋅= CAaврCA ε , 
222

1 см/с 28,30708,2 ≈⋅≈⋅= СAaцСA ω . 

Вектор вр
CAar   направлен перпендикулярно отрезку AC  в сторону 

вращения колеса, так как вращение колеса является ускоренным. Вектор 
ц
CAar  направлен от точки C  к полюсу A  (рис. 4.9).  

 

 В 1200

С 

O OAω  

OAε  

A  

1ω  1ε  

вр
Aar

ц
Aar

вр
BAar

ц
BAar

x  

y

(4.22) 
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Рис. 4.9 
 

Ускорение точки C  найдем методом проекций: 
2см/с  75,11460cos30cos ≈⋅−⋅+= oo вр

CA
ц
CA

вр
ACx aaaa , 

2см/с  103,31 30cos60cos ≈⋅+⋅+= oo вр
CA

ц
CA

ц
ACy aaaa ,  (4.23) 

( ) ( ) 222 см/с 40,154≈+= CyCxC aaa . 
Ответ: для заданного положения механизма  

см/с 30,35≈Bv , см/с 72,21≈Cv ; 2см/с 89,123≈Ba , 2см/с 40,154≈Ca ; 
/с 08,21 рад≈ω , 2

1 /с 42,10 рад≈ε . 

 В 1200

С 

O OAω  

OAε  

A  

1ω  1ε  

вр
Aar

ц
Aar
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CAar ц

CAar
x  

y
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ДИНАМИКА 

 

Тема 5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  

УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  
 

Задание 5 

Тело движется из точки А по участку АВ (длиной l), наклонному или 
горизонтальному, в течение τ с. Его начальная скорость AV . Коэффициент 
трения скольжения тела по плоскости равен f. В точке B тело покидает 
плоскость со скоростью Bv  и попадает в точку С со скоростью Cv , нахо-
дясь в воздухе в течение Т секунд.  

При решении задачи тело принять за материальную точку; сопро-
тивление воздуха не учитывать. 

Рисунки к заданию и исходные данные приведены в таблице 5.1. 
 

Таблица 5.1 

Схема (рисунок) к заданию Номер 
варианта Исходные данные 

0; 5 
Дано: α=30°; vA=0; f=0,2; l=10м; β=60° 
Определить: τ и h 

1; 6 
Дано: α=15°; vA=2м/с; f=0,2; h=4м; β=45° 
Определить: l и уравнение траектории на 
участке BC 

2; 7 
Дано: α=30°; β=45°; vA=2,5м/с; f≠0; l=8м; 
d=10м. Определить: τ и vB  

3; 8 
Дано: vA=0; τ =2с; l=9,8м; β=60°;  f=0 
Определить: T и α 

 4; 9 
Дано: α=30°; vA=0; l=9,8м; τ =3с; β=45° 
Определить: f и vC 

0; 5 
Дано: α=20°; f =0,1; τ =0,2с; h=40м; β=30° 
Определить: l и vC 

1; 6 
Дано: α=15°; f =0,1; vA=16м/c; l=5м; β=45°
Определить: T и vB 

2; 7 
Дано: vA=21м/c; f =0; τ =0,3с; vB=20м/с; β=60° 
Определить: α и T 

3; 8 
Дано: α=15°; τ =0,3 с;  f =0,1; h=30 м;  β=45° 
Определить: vB и vA 

 
4; 9 

Дано: α=15°; f =0; vA=12м/с; d=50м; β=60° 
Определить: τ и уравнение траектории на 
участке BC 
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Продолжение таблицы 5.1

0; 5 
Дано: α=30°; f =0,1; vA=1м/с; τ =1,5с h=10м
Определить: d и vB 

1; 6 
Дано: vA=0 м/c; α=45°; f=0,1; l=10м 
Определить: τ и уравнение траектории на 
участке BC  

2; 7 
Дано: f =0; vA=0; α=30o; τ =2с; h=20м 
Определить: T и l 

3; 8 
Дано: vA=0 м/c; α=30°; f =0,2; l=10м; d=12м
Определить: τ и T 

 
4; 9 

Дано: vA=0 м/c; α=30°; f =0,2; l=6м; h=4,5м
Определить: τ и vC 

0; 5 
Дано: α=30°; vA=1м/с; l=3м; f =0,2; d=2,5м
Определить: h и T 

1; 6 
Дано: α=30°; l=6м; vB=2vA; τ =1с; h=6м 
Определить: f и d 

2; 7 
Дано: α=30°; l=2м; vA=0 м/с; f =0,1; d=3м 
Определить: h и τ 

3; 8 
Дано: α=15°; l=3м; vB=3м/с; f ≠0; τ =1,5с; d=2м
Определить: vA и h 

 
4; 9 

Дано: α=45°; vA=0 м/с; f =0,3; l=2м; h=4м 
Определить: d и τ 

0; 5 
Дано: α=15°; f =0; vA=20м/с; d=30м; h=10м
Определить: τ и l 

1; 6 
Дано: α=20°; l=5м; vB=0,5м/с; f ≠0; τ =3c; d=2м
Определить: vA и h 

2; 7 
Дано: α=30°; l=4м; vA=12м/с; f =0,1; h =6м 
Определить: τ и d 

3; 8 
Дано: α=45°; l=2м; vB=0,5vA; τ=0,2c; h=0,5м
Определить: d и f 

 
4; 9 

Дано: α=30°; vA=12м/с; l=2м; f =0,2; d=20м
Определить: h и T 

 
Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Рассмотрим материальную точку M  массы m , движущуюся под 
действием сил n21 FFF

rrr
,...,,  в инерциальной системе отсчета Oxyz . Основ-

ное уравнение динамики материальной точки имеет вид 
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∑=
=

n

1i
m iFa

rr ,      (5.1) 

или  

∑=
=

n

1i2

2

dt
dm iFr rr

,     (5.2) 

где ar  − вектор ускорения точки M , rr  − ее радиус-вектор относительно 
начала отсчета О. 

Основное уравнение динамики справедливо как для свободной мате-
риальной точки, движение которой в пространстве не ограничено другими 
телами, так и для несвободной точки, на движение которой накладываются 
связи. Изучая движение несвободной материальной точки, в число прило-
женных сил следует включать реакции связей. 

Уравнения (5.1) или (5.2) являются уравнениями движения матери-
альной точки в векторной форме. Спроектируем обе части векторного ра-
венства (5.2) на оси системы координат Oxyz ; получим 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∑=

∑=

∑=

=

=

=

n

1i
iz

n

1i
iy

n

1i
ix

.Fzm

,Fym

,Fxm

&&

&&

&&

      (5.3) 

Уравнения (5.3) называются дифференциальными уравнениями дви-
жения материальной точки в проекциях на оси декартовой системы коор-
динат. В частном случае, рассматриваемом в задании, когда траектория 
точки является плоской кривой, и все силы, действующие на точку, распо-
ложены в плоскости траектории, уравнения (5.3) принимают вид 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∑=

∑=

=

=
n

1i
iy

n

1i
ix

.Fym

,Fxm

&&

&&

      (5.4) 

Поскольку действующие на точку силы определяют только ускоре-
ние движущейся точки, а скорость и положение точки  на траектории зави-
сят от скорости, которая сообщена точке в начальный момент, и от началь-
ного положения точки, то для определения конкретного вида движения 
материальной точки задают так называемые начальные условия. Это озна-
чает, что в некоторый момент времени, например, при 0t = , задают коор-
динаты движущейся точки 00 , yx  и проекции ее скорости yx vv 00 , . Началь-
ные условия используются для определения произвольных постоянных, 



 42 

входящих в общее решение системы (5.4). Из теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений известно, что общее решение одного диффе-
ренциального уравнения второго порядка содержит две произвольные по-
стоянные. При интегрировании системы двух дифференциальных уравне-
ний второго порядка (5.4) появляются четыре произвольные постоянные. 

Во всех вариантах задания движение тела, принимаемого за матери-
альную точку, происходит под действием  постоянных сил. Система диф-
ференциальных уравнений при этом распадается на отдельные уравнения, 
решение которых определяется последовательным интегрированием. 

 

Задание рекомендуется выполнять в следующем порядке: 

1) рассмотреть прямолинейное движение материальной точки на 
участке AB , выбрав систему координат 11 yAx  так, как указано на соответ-
ствующей схеме; 

2) изобразить движущуюся точку в произвольном положении на 
участке AB  и показать все действующие на точку силы, включая реакции 
связей; 

3) записать систему дифференциальных уравнений движения в про-
екциях на оси системы координат 11 yAx ; учитывая, что при движении 
точки на участке AB  координата consty1 = , определить из второго урав-
нения системы нормальную реакцию наклонной плоскости; в соответствии 
с законом Кулона найти силу трения скольжения; 

4) интегрируя дважды дифференциальное уравнение, соответствую-
щее координате 1x , определить зависимости )t(x1&  и )t(x1 ; 

5) сформулировать начальные условия и определить постоянные ин-
тегрирования; 

6) записать выражения для скорости в точке B  и длины l  участка 
АВ; 

7) рассмотреть участок BC  свободного падения материальной точ-
ки, выбрав новую систему координат Bxy   так, как указано на соответст-
вующей схеме; 

8) изобразить точку в произвольном положении на участке BC  и по-
казать действующую на точку силу тяжести; 

9) записать и проинтегрировать систему дифференциальных уравне-
ний движения в проекциях на оси системы координат Bxy ; 

10) учитывая, что скорость Bvr  является начальной скоростью для 
участка свободного падения, сформулировать начальные условия и опре-
делить постоянные интегрирования;  
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11) объединяя зависимости, полученные при рассмотрении двух 
участков движения материальной точки, определить неизвестные величи-
ны. 

При выполнении задания рекомендуется придерживаться 
следующей формы: 

 
                                               Задание 5 
Схема 10, вариант данных 11. 

Условие задачи 
Тело, принимаемое за материальную точку, движется из точки A по 

наклонной плоскости, составляющей угол α с горизонтом в течение τ с. 
Коэффициент трения скольжения на участке AB равен f . В точке B тело 
покидает плоскость и падает в точку C, положение которой задается вели-
чинами d, h . 

Дано:            

.м4hм;2d0,1;f
0,5c;τ;30

===
=°=α

 

 

Найти: 

 l  и AV . 

 

                  Рис. 5.1 

Решение. 

1. Рассмотрим движение тела, принимаемого за материальную точку, 
на участке АВ. Изобразим тело в произвольном положении на участке AB  
и покажем действующие на него силы: силу тяжести grm , нормальную ре-
акцию N

r
 наклонной плоскости и силу трения скольжения трF

r
 (рис. 5.2). 

Основное уравнение динамики в векторной форме имеет вид 
трFNga
rrrr

++= mm .     (5.5) 

Запишем это уравнение в проекциях на оси :Ay;Ax 11  

⎩
⎨
⎧

−⋅=

−⋅=

.cos

,sin

1

1

Nmgym

Fmgxm тр

α

α

&&

&&
     (5.6) 

 

1y  
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Рис. 5.2 

При движении точки на участке AB  ее координата consty1 = , сле-
довательно, 0y1 =&& , что позволяет определить из второго уравнения систе-
мы (5.6) нормальную реакцию наклонной плоскости 

αcos⋅= mgN .     (5.7) 

В соответствии с законом Кулона сила трения скольжения определя-
ется равенством 

αcos⋅⋅=⋅= mgfNfFтр .    (5.8) 
Подстановка выражения (5.8) в первое уравнение системы (5.6) дает 

αα cossin1 ⋅⋅−⋅= mgfmgxm && ,   (5.9) 

или 
)cos(sin1 αα ⋅−= fgx&& .    (5.10) 

Дважды интегрируя уравнение (5.10), будем иметь 

11 )cos(sin Ctfgx +⋅−= αα& ,    (5.11) 

21

2

1 2
)cos(sin CtCtfgx ++⋅−= αα .  (5.12) 

Для определения произвольных постоянных 1C  и 2C  запишем на-
чальные условия: 

при 0t =   0x)0(x 0,11 == ; Avxx == 0,11 )0( && .   (5.13) 

Подстановка момента времени 0t =  в уравнения (5.11), (5.12) с уче-
том соотношений (5.13) дает систему уравнений относительно неизвест-
ных постоянных 1C  и 2C : 

AvCx == 11 )0(& ,     (5.14) 

BV
r
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0C)0(x 21 == .     (5.15) 
Отсюда  

AvC =1 , 0C2 = .    (5.16) 

Перепишем уравнения (5.11), (5.12), используя найденные значения 
1C  и 2C : 

Avtfgx +⋅−= )cos(sin1 αα& ,    (5.17) 

tvtfgx A+⋅−=
2

)cos(sin
2

1 αα .   (5.18) 

Определим скорость тела в точке B  и длину l  участка AB , подста-
вив в уравнения (5.17), (5.18) момент времени τ=t : 

AB vfgxv +⋅−== ταατ )cos(sin)(1& ,  (5.19) 

τταατ Avfgxl +⋅−==
2

)cos(sin)(
2

1 .  (5.20) 

2. Рассмотрим участок ВС свободного падения тела. На этом участке 
на тело действует только сила тяжести (рис.5.2), и основное уравнение ди-
намики в векторной форме имеет вид 

.mm ga rr
=        (5.21) 

Введем новую систему координат Bxy  (рис. 5.2) и запишем систему 
дифференциальных уравнений движения точки в проекциях на оси x и y: 

⎩
⎨
⎧

−=
=

⇔
⎩
⎨
⎧

−=
=

.gy
,0x

,mgym
,0xm

&&

&&

&&

&&
     (5.22) 

Последовательно интегрируя систему уравнений (5.22), будем иметь 

⎩
⎨
⎧
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=

,Bgty
,Bx

2

1

&

&
      (5.23) 

⎪⎩

⎪
⎨
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++−=
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.DtB
2

gty

,DtBx

22

2
11

     (5.24) 

Учитывая, что скорость Bvr  является начальной скоростью для уча-
стка свободного падения, сформулируем начальные условия: 

при 0t =  0x)0(x 0 == , αcos)0( 0 Bvxx == && ; 
0y)0(y 0 == , αsin)0( 0 Bvyy −== && . 

Подстановка начальных условий в системы уравнений (5.23), (5.24) 
позволяет определить произвольные постоянные 2121 D,D,B,B : 

(5.25) 
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Таким образом, 0,sin,cos 2121 ==−== DDvBvB BB αα , и, следо-
вательно, системы уравнений (5.23), (5.24) примут вид 

⎩
⎨
⎧

−−=
=

,sin
,cos

α
α

B

B

vgty
vx
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     (5.27) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−−=

⋅=

.sin
2

,cos
2

tvgty

tvx

B

B

α

α
     (5.28) 

Составим условия попадания тела в точку С: при t=T выполняются 
равенства  x = d; y =-h. Подстановка этих соотношений в (5.28) дает 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−−=−

⋅=

.sin
2

,cos
2

TvgTh

Tvd

B

B

α

α
    (5.29) 

Воспользуемся теперь исходными данными задачи. Система уравне-
ний (5.28) с двумя неизвестными T  и Bv  позволяет определить Bv , исклю-
чая неизвестную T  

)tg(2cos)tg(cos2 2

2

αααα dh
gd

dh
gdvB −

=
−

= ,  (5.30) 

м/с 04,3
)3/24(2

81,9
3
22

≈
−

⋅
=Bv .   (5.31) 

Возвращаясь к уравнениям (5.19), (5.20), определяем искомые вели-
чины 

м/с 01,103,204,3)cos(sin =−≈⋅−−= ταα fgvv BA ,  (5.32) 

м 02,151,051,0
2

)cos(sin
2

=+≈+⋅−= τταα Avfgl .  (5.33) 

Ответ: м/с 01,1≈Av , м 02,1≈l . 
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Тема 6. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ  

МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

Задание 6 

Механическая система под действием сил тяжести приходит в дви-
жение из состояния покоя; начальное положение системы показано на схе-
ме. Учитывая трение скольжения тела 1, пренебрегая массами нитей и 
предполагая их нерастяжимыми, определить скорость тела 1 в тот момент, 
когда пройденный им путь станет равным S. 

Исходные данные приведены в таблице 6.1. 
Примечание. Все блоки, для которых радиусы инерции (i) не заданы, 

считать однородными цилиндрами.  
В задании приняты следующие обозначения: 
m1, m2, m3, m4 − массы тел 1, 2, 3, 4;  
α − угол наклона плоскости к горизонту; 
f − коэффициент трения скольжения. 

 
 

Таблица 6.1 
Заданные величины Номер варианта 

исходных дан-
ных 

m1, кг m2, кг m3, кг m4, кг α, град f S, м 

0 m 2m 0,2m 0,4m 30 0,20 2,5 
1 m 4m 0,2m 0,2m 60 0,10 2 
2 m m 0,1m 0,1m 30 0,12 2 
3 m 0,25m 0,1m 0,2m 45 0,15 3 
4 m 0,3m 0,1m 0,3m 60 0,20 1,5 
5 m m 0,1m 0,2m 30 0,10 1 
6 m 2m 0,3m 0,1m 45 0,15 2 
7 m 0,5m 0,2m 0,1m 60 0,12 3 
8 m 0,4m 0,1m 0,2m 30 0,20 1,5 
9 m 3m 0,3m 0,1m 45 0,10 1 
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Основные теоретические положения, используемые при решении задач 

Кинетическая энергия механической системы определяется как 
сумма  кинетических энергий ее частей 

 .TT
i

i∑=  (6.1) 

Кинетическая энергия твердого тела определяется в зависимости от 
характера его движения следующим образом. 

 При поступательном движении твердого тела его кинетическая 
энергия равна половине произведения массы тела на квадрат скорости цен-
тра масс (или любой другой точки тела): 

 
22

22 mvmvT C == , (6.2)  

где m  – масса тела, Cv  – скорость центра масс, v  – скорость произвольно 
выбранной точки тела. 

 При вращении твердого тела вокруг неподвижной оси его кинети-
ческая энергия равна половине произведения его момента инерции относи-
тельно оси вращения на квадрат угловой скорости: 

 
2

IT
2ω

= , (6.3)  

где I – момент инерции тела относительно оси его вращения, ω – угловая 
скорость тела. 

 При плоскопараллельном движении твердого тела его кинетиче-
ская энергия равна сумме кинетической энергии поступательного движе-
ния вместе с центром масс и кинетической энергии вращательного движе-
ния вокруг центра масс: 

 
22

22 ωCC ImvT += , (6.4)  

где m  – масса тела, Cv  – скорость центра масс, CI  – момент инерции тела 
относительно оси, перпендикулярной плоскости движения и проходящей 
через центр масс, ω – угловая скорость тела. 

Моменты инерции однородных тел, имеющих правильную геомет-
рическую форму, приводятся в справочниках. Например, момент инерции 
кругового однородного цилиндра относительно оси его симметрии Cz  
(рис. 6.2), определяется выражением 

 
2

mRI
2

Cz = , (6.5)  

где m  – масса цилиндра, R  – радиус цилиндра. 
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Рис. 6.2 

Момент инерции тела сложной формы относительно некоторой оси 
выражается через массу тела и его радиус инерции i относительно этой 
оси по формуле 

 .miI 2=  (6.6)  

При выполнении данного задания следует использовать теорему об 
изменении кинетической энергии механической системы. Сформулируем 
эту теорему в интегральной форме. Изменение кинетической энергии ме-
ханической системы  при некотором ее перемещении равно сумме работ 
внешних и внутренних сил системы при этом перемещении, т. е. 

                                      i
2,1

e
2,112 AATT +=− , (6.7)  

где e
2,1A  – сумма работ внешних (external) сил, действующих на систему,  

      i
2,1A  –  сумма работ внутренних (internal) сил системы при перемеще-

нии системы из положения 1 в положение 2. 
В данном задании, применяя теорему об изменении кинетической 

энергии системы, не нужно учитывать слагаемое  i
2,1A , так как сумма  ра-

бот всех  внутренних сил абсолютно твердого тела на любом его переме-
щении равна нулю, и сумма работ внутренних сил абсолютно гибкой и не-
растяжимой нити равна нулю. В этом случае равенство (6.7) принимает 
вид 

                                       e
2,112 ATT =− . (6.8)  

При вычислении работ внешних сил cледует учесть, что работа сил, 
приложенных к неподвижным центрам блоков (сил тяжести и реакций 
опор), равна нулю.  

C  

R

z
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Задание рекомендуется выполнять в следующем порядке: 
1) записать теорему об изменении кинетической энергии системы в 

виде (6.8), учитывая, что начальная кинетическая энергия системы равна 
нулю (движение начинается из состояния покоя); 

2) представить кинетическую энергию системы в ее конечном поло-
жении как сумму кинетических энергий всех тел, входящих в систему; при  
этом кинетическая энергия каждого тела должна вычисляться по одной из 
формул (6.2) − (6.4) в соответствии с характером движения тела; 

3) используя кинематические соотношения между скоростями  точек 
системы, выразить все скорости, входящие в выражение кинетической 
энергии системы, через скорость тела 1; 

4) изобразить на рисунке все внешние силы; 
5) вычислить сумму работ внешних сил на заданном перемещении 

системы, выразив перемещения точек приложения сил через перемещение 
тела 1; 

6) определить величину скорости тела 1 ( 1v ), рассматривая равенство 
(6.8) как уравнение относительно этой скорости. 
 
Выполняя задание, рекомендуется придерживаться следующей формы: 

Задание 6 

Схема 10, вариант данных 11. 

Условие задачи 
Механическая система под действием сил тяжести приходит в дви-

жение из состояния покоя; начальное положение системы показано на ри-
сунке 6.3. Учитывая трение скольжения тела 1, пренебрегая массами нитей 
и предполагая их нерастяжимыми, определить скорость тела 1 в тот мо-
мент, когда пройденный им путь станет равным S. 

Примечание. Все блоки, для которых радиусы инерция (i) не заданы, 
считать однородными цилиндрами.  

В задании приняты следующие обозначения: 
m1, m2, m3, m4 − массы тел 1, 2, 3, 4;  
α − угол наклона плоскости к горизонту; 
f − коэффициент трения скольжения. 
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Дано: 

.м 2,1S
;2,0f,30  ;м 25,0i

;м 2,0r;м 4,0R,кг 6m
,кг 4m   ,кг 2m   ,кг 2m

2

224

321

=
=°==
===
===

α
 

Найти:  1v . 

                                                  

 
       Рис. 6.3  

Решение. 

Рассмотрим механическую систему, состоящую из абсолютно твер-
дых тел 1, 2, 3, 4, соединенных абсолютно гибкими нерастяжимыми нитя-
ми. Для такой системы теорема об изменении кинетической энергии имеет 
вид 

                                      e
кон,начначкон ATT =− , (6.9) 

где начT  и конT  − кинетическая энергия  системы в начальном и конечном 
положениях, e

кон,начA  − сумма работ внешних сил, приложенных к системе, 
на ее перемещении из начального положения в конечное. 
 Так как в начальном положении система находится в покое, то  

                                       0Tнач = . (6.10)  

 Следовательно, уравнение (6.9) перепишется в виде 

                                       e
кон,начкон AT = . (6.11) 

Определим кинетическую энергию системы в конечном положении 
как сумму кинетических энергий всех четырех тел, входящих в систему, 

 .TTTTT 4321кон +++=  (6.12) 

Так как тело 1 движется поступательно, его кинетическая энергия в 
соответствии с выражением (6.2) описывается равенством 

 .
2

2
11

1
vmT =  (6.13) 

Тело 2 вращается вокруг неподвижной оси, значит, его кинетическая 
энергия определяется соотношением (6.3) 

S  
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                                                ,
2

IT
2
22

2
ω

=                                            (6.14) 

где 2
222 imI =  − момент инерции тела 2 относительно оси его вращения, 

формы, 2ω  − угловая скорость тела 2. 
 Кинетическая энергия тела 3, совершающего плоскопараллельное 
движение, согласно (6.4), имеет вид 

 ,
22

2
33

2
3

3
ωIvmT C +=  (6.15) 

где Cv  − скорость центра масс блока 3, 3I  − момент инерции тела 3 отно-
сительно оси, проходящей через центр масс С перпендикулярно плоскости 
рисунка (центральный момент инерции блока 3), 3ω  − угловая скорость 
блока 3. 

Так как по условию задачи тело 3 представляет однородный ци-
линдр, для вычисления его центрального момента инерции следует вос-
пользоваться формулой (6.5). Тогда 

 
2
RmI

2
33

3 = . (6.16) 

Тело 4 совершает поступательное движение со скоростью CV , следо-
вательно, 

 
2

2
4

4
CvmT = . (6.17) 

Составим кинематические соотношения между скоростями  точек 
системы, и выразим кинетические энергии 432 T ,T ,T  через скорость тела 1. 

Угловая скорость блока 2 

 
2

1
2 R

v
=ω , (6.18) 

тогда  

 2
12

2

2
22

2 v
R

imT = . (6.19) 

Чтобы найти скорость центра масс и угловую скорость блока 3, рас-
смотрим распределение скоростей в блоках 2 и 3 (рис. 6.4, б). 
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                           а                                                                 б 

Рис. 6.3 

Запишем следующие очевидные соотношения: 

    
.

,

2

2
1221

11

R
rvrvv

vvv

LL

KK

===

==

ω
 (6.20) 

Покажем на рисунке мгновенный центр скоростей P  блока 3. Точка 
Р делит диаметр блока 3 в отношении 22 r:R , тогда 

    .2
2

1
3 ωω ===

R
v

KP
vK  (6.21) 

Легко заметить, что 

,
2

rR
KCR 22

3
+

==  

                  
2

rR
2

rR
RKCKPCP 2222

2
−

=
+

−=−= ,                   (6.22) 

.
2 1

2

22
3 v

R
rRCPvC

−
=⋅= ω  

Тогда  

     2
12

2

2
22

2
2

2
22

33 16
)(

8
)( v

R
rR

R
rRmT ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

−
= , (6.23) 
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     2
12

2

2
22

44 8
)( v

R
rRmT −

= . (6.24) 

Кинетическая энергия системы: 

      
.

28
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4
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2
1

2
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2
22

32
2

2
22

432
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2
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21
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=+++=

 (6.25) 

    Подстановка исходных данных задачи дает 

             2
1

2
1

2

2

2

2

2

2
27,2

24,08
6,04

4,04
2,010

4,0
25,022 VvTкон ≈⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
+

⋅
++= .       (6.26) 

Перейдем к определению e
кон,начA  − суммы работ внешних сил, при-

ложенных к системе, на ее перемещении из начального положения в ко-
нечное. Покажем на рисунке 6.4, а все внешние силы, совершающие нену-
левую работу: силы тяжести, приложенные к телам 1, 3 и 4, а также силу 
трения, приложенную к телу 1. Будем иметь 

                             
).(A)m(A

)m(A)m(AA

кон,нач4кон,нач

3кон,нач1кон,нач
e

кон,нач

трFg

gg
rr

rr

++

++=
                   (6.27) 

Работа силы тяжести gr1m  определяется выражением 

     αsin)( 11, SgmmA коннач −=gr . (6.28) 

Пусть 43 hh =  − высота, на которую опускается центр масс тела 3 и 
тело 4, тогда 

     333кон,нач hgm)m(A =gr , (6.29) 

     444кон,нач hgm)m(A =gr . (6.30) 

Определим 43 hh =  следующим образом: 

,
222 2

22

0
1

2

22

0
1

2

22

0
43 S

R
rRdtv

R
rRdtv

R
rRdtvhh C

−
=

−
=

−
=== ∫∫∫

τττ
        (6.31) 

где τ – время движения, Sdtv =∫
τ

0
1  − путь, пройденный телом 1. 

Следовательно, 
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              S
R2

rR
g)mm()m(A)m(A

2

22
434кон,нач3кон,нач

−
+=+ gg rr .            (6.32) 

Для нахождения силы трения, запишем основное уравнение динами-
ки для тела (материальной точки) 1 в проекциях на нормаль к его траекто-
рии 
                                            .cos0 1 αgmN −=                                              (6.33) 

Тогда  
                             αcos1 gfmfNFтр == ;                                        (6.34) 

                .cos)( 1, αgfSmSFA трконнач −=−=трF
r

                           (6.35) 

Окончательно будем иметь 

    Sgfm
R

rRmmAe
коннач ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−
+= )cos(sin

2
)( 1

2

22
43, αα .          (6.36) 

Подставляя в равенство (6.36) исходные данные задачи, получим 

       Дж 58,132,181,9)2/32,05,0(2
4,02

2,010, ≈⋅⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+−

⋅
=e

конначA .   (6.37) 

С учетом выражений (6.26) и (6.37) теорема об изменении кинетиче-
ской энергии (6.11) может рассматриваться как уравнение относительно 
неизвестной скорости 1v  
                                                 58,1327,2 2

1 =v .                                           (6.38) 

Отсюда 
                                                   м/с 45,21 ≈v .                                             (6.39) 

Ответ: м/с 45,21 ≈v . 
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Тема 7. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЛОСКИХ 
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Задание 7 

При кинематическом анализе решаются следующие задачи: 
•  Определение положений звеньев механизма при заданном положе-

нии входного звена. 
•  Определение линейных скоростей точек механизма и угловых скоро-

стей звеньев. 
•  Определение линейных ускорений точек механизмов и угловых ус-

корений звеньев. 
•  Определение функций положений звеньев, первых и вторых переда-

точных функций механизма. 
 
Графическая часть работы выполняется на миллиметровке.  
 
7.1. ПОСТРОЕНИЕ ПЛАНОВ МЕХАНИЗМОВ 
В контрольной работе № 2 рассматривается механизм, содержащий од-

ну группу Ассура 2-го класса, 3-й модификации, 1-го и 2-го видов. Данные 
механизмы позволяют студенту освоить методику кинематического анализа 
плоских рычажных механизмов различных видов. 

Кинематическое исследование начинают с построения планов положе-
ний механизма.  

Планом механизма называют масштабное графическое изображение 
кинематической схемы механизма, соответствующее заданному положению 
входного звена. Для построения планов положений механизма выбирают 
систему координат. 

Начало координат обычно совмещают с осью вращения входного звена 
(кривошипа). За нулевое положение выбирают положение входного звена, 
совпадающее с положительным направлением оси абсцисс (φ1 = 0).  

В данной контрольной работе студент строит одно положение меха-
низма для заданного угла поворота входного звена φ1. 

Рассмотрим построение планов механизмов 2-го класса с группой Ас-
сура 3-й модификации.  

 

7.1.1. Механизм с группой 3-й модификации 1-го вида (рис.7.1) 
Механизм состоит из входного звена (кривошипа О1А) и присоединен-

ной к нему и к стойке группы Ассура 2-го класса 3-й модификации 1-го вида 
(диада ВПВ). В данном механизме группа присоединяется ползуном к вход-
ному звену, а другой внешней вращательной парой к стойке. При работе ме-
ханизма ползун вращает звено О2В относительно стойки О2. Звено О2В в та-
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ком механизме называется кулисой. Данный механизм называется криво-
шипно-кулисным с вращательным движением кулисы. 

План положений механизма строится в масштабе 
L

K м/мм, представ-
ляющий собой отношение действительной величины звена в метрах к чер-
тежной величине в миллиметрах. 

Траекторией точки А, принадлежащей кривошипу, является окруж-
ность с радиусом О1А. Если строится несколько положений механизма и уг-
ловая скорость входного звена постоянная (ω1 = const), то данная окружность 
делится на равные части. Нулевому положению точки А соответствует поло-
жение кривошипа при φ1 = 0. Последующие положения соответствуют на-
правлению угловой скорости звена (рис. 7.1, а). 

Чтобы получить положения кулисы О2В, необходимо провести прямые 
через соответствующие точки А и центр вращения кулисы О2. Траектория 
точки В, принадлежащая кулисе, есть дуга с радиусом О2В. 

Максимальный угол размаха βmax кулисы О2В определяется построе-
нием крайних положений механизма, которые соответствуют тем положени-
ям кривошипа, когда кривошип и кулиса составляют прямой угол, т. е. 90о.. 
Эти положения показаны на  рис. 7.1, б. 
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Рис. 7.1. План положений механизма с группой Асура 3-й  

модификации 1-го вида 
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7.1.2. Механизм с группой 3-й модификации 2-го вида (рис.7.2) 
Механизм состоит из входного звена (кривошипа О1А) и присоединен-

ной к нему и к стойке группы Ассура 2-го класса 3-й модификации 2-го вида 
(диада ВПВ). В данном механизме группа присоединяется шатуном к вход-
ному звену, а ползуном к стойке.  

Траекторией точки А, принадлежащей кривошипу, является окруж-
ность с радиусом О1А. Данную окружность делим на равные части. Нулевому 
положению точки А соответствует положение кривошипа при φ1 = 0. После-
дующие положения соответствуют направлению угловой скорости звена 
(рис. 7.2, а).  

Чтобы получить положения шатуна, а также ползуна, необходимо про-
вести прямые через соответствующие точки А и неподвижную точку В.  

Для определения положения точки С необходимо от точки А отложить 
расстояние АС на соответствующем положении шатуна. Соединив последо-
вательно точки С, получим траекторию, которая является шатунной кривой. 

Максимальный угол размаха βmax шатуна АС определяется построени-
ем крайних положений механизма, которые соответствуют тем положениям 
кривошипа, когда кривошип и шатун составляют прямой угол, т. е. 90о.  По-
строение крайних положений механизма второго вида показано на рис. 7.2, б. 

 
 

. 

В 

А А 

О 1 
1 

2 

3 

ω

maxβ

А 

В 

А А 

А 

А 
А 

О 1 

1 1 1 2 

3 

4 5 

0 X  

Y

y

Крайние положения
а  б 

 
 

 
 

Рис. 1.2. План положений механизма с группой Асура 3-й  
модификации 2-го вида 
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7.2. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ  
С ГРУППАМИ АССУРА 3-Й МОДИФИКАЦИИ 

 

Выбор масштаба КV для планов скоростей и масштаба Кa 
для планов ускорений  

При выборе масштабов КV  и Ка необходимо выбирать длину векторов 

( )VP a , и ( )aP a   соответствующих скорости и ускорения точки А, таким об-

разом, чтобы масштаб был точной величиной и для удобства вычислений 
имел не более двух значащих цифр. 

Масштаб плана скоростей 
Определим скорость точки А, принадлежащей кривошипу:  

1 1A O AV = ω ⋅ , мс–1. 

Отложим на чертеже от произвольно выбранной точки PV, которая на-
зывается полюсом плана скоростей, вектор ( )VP a , соответствующий скоро-

сти точки А. Тогда масштаб плана скоростей определится следующим обра-
зом:  

( )
1= , мс /мм .A

V
V

VK
P a

−  

Например, угловая скорость входного звена  ω1 = 75,398с–1, длина кри-
вошипа О1А = 0,05 м.  

Тогда   

1 1 75,398 0,05 3,769A O AV ⋅ == ω ⋅ =  мс–1.. 

Если выбрать длину вектора ( )VP a
∗

= 100 мм, то масштаб плана ско-

ростей будет равен  

( )
1мс /мм

3,769 0,03769 .
100

* A
V

V

VK
P a

∗
−= = =  

Чтобы получить масштаб удобный для расчетов, округлим масштаб до 
величины КV  = 0,04 и пересчитаем соответствующую ему длину векто-

ра( )VP a : 

( )VP a мм
3,769 94,225 94 .
0,04V

A
K
V

= = = ≈  

Окончательно принимаем масштаб плана скоростей равным:  
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V
10,04 мс /мм.K −=  

Величина вектора скорости точки А на плане скоростей ( )VP a  = 94 мм. 

Масштаб плана ускорений 
Определим ускорение точки А при ( 1ω  =const).  
В курсовом проекте (работе) принято, что входное звено механизма 

вращается с постоянной угловой скоростью ( 1ω = const). Тогда 1ε = 0 и пол-
ное ускорение входного звена механизма равно нормальному ускорению 

 

11
2

1A A O
n Aa a= = ω O1 . 

Отложим на чертеже от произвольно выбранной точки aP , которая на-

зывается полюсом плана ускорений, вектор ( )aP a , соответствующий уско-

рению точки А. Тогда масштаб плана ускорений определится следующим об-
разом:  

( )
2, мс /мм.A

a
a

K
P a
a −=  

Например, ω1 = 75,398с-1,  О1А = 0,05 м , 
 

2
1

275,398 0,05 284, 2A Aa ⋅= ω ⋅ = =O1  мс–2. 

Выберем предварительно длину вектора ( )aP a
∗

= 100 мм.  

Масштаб плана ускорений будет равен 
 

( )
2A 284,2

2,842 мм.
100

мс /a

a

K
P a

a∗ −
∗= = =  

Округлим масштаб до величины Кa = 3 и пересчитаем длину вектора ( )aP a : 

( ) 284,2 94,7 95 мм.
3

A
a

a
P a

K
a

= = = ≈  

Теперь масштаб плана ускорений будет равен  
 

23мс /мм.aK −=  

Размер вектора ускорения точки А на плане ускорений ( )aP a = 95 мм. 
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7.2.1. Механизм с группой 3-й модификации 1-го вида (рис. 7.2.1) 
 
Рассматривается кинематический анализ кулисного механизма, в кото-

ром ползун 2 присоединяется вращательной парой А к кривошипу 1. Кулиса 
3 присоединяется вращательной парой О2  к стойке. 
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Рис. 7.2.1. Построение планов скоростей и ускорений для механизма с 
группой Ассура 3-й модификации 1-го вида. 
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Составление векторных уравнений для построения планов скоростей 
Структурный анализ данного механизма имеет вид: 

Стойка – О1 –1 → 1-й кл.; 
Авр – 2 – Апост –3 – О2 вр→ 2-й кл.,3-я мод., 1-й вид (диада ВПВ).  
Кинематический анализ механизма начинают с входного звена. 
В точке А вращательной парой соединяются кривошип и ползун (звено 

2), поэтому 2 1 1,2A A AV V V= = . В точке А поступательной парой со-
единяются ползун (звено 2) и кулиса (звено 3), следовательно, 

3 2A AV V≠ .. 
Перепишем запись структурного анализа с учетом нумерации звеньев  
 
А1,2 – 2 – А3 – 3 – О2. 
 

Задача кинематического анализа механизма – определить для заданного 
положения механизма: 

– скорость 
1,2AV  и ускорение  1,2Aa точки А1,2; 

– скорость 
3AV  и ускорение  3Aa точки А3; 

– скорость BV  и ускорение  Ba точки В; 
– угловую скорость ω2  и  угловое ускорение 2ε  ползуна 2; 

– угловую скорость ω3  и  угловое ускорение 3ε  кулисы 3. 
Следует заметить, что скорость и ускорение точки В могут быть опре-

делены только после определения скорости и ускорения точки А3. 

Входное звено  

1 1A O AV = ω ⋅ , мс–1.                                                                               (7.1) 

Вектор AV  =( )VP a  направляется перпендикулярно к 1O A  по направ-

лению ω1. 
Присоединенная группа А1,2 – 2 – А3 – 3 – О2  (диада ВПВ) 
Движение кулисы 3 можно представить как переносное вращательное 

движение вместе с точкой А2 (полюсом) и относительного поступательного 

движения по отношению к полюсу А2 со скоростью 3 2A AV : 

3  3 2 2A A A AV V V= + ,                                                                      (7.2) 
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где  3 2A AV  – относительная скорость точки А3 по отношению к полюсу А2. 
При построении векторного уравнения (7.2) вектор относительной ско-

рости  3 2A AV  не может быть построен, так как для него известна только ли-

ния действия 23 2 A A AOV , но неизвестна величина и направление.  
В точке О2  вращательной парой соединяются кулиса и стойка. Движе-

ние кулисы рассматриваем как сложное движение, состоящего из переносно-
го поступательного движения вместе с (полюсом) точкой О2, скорость кото-

рой равна нулю: 2 0OV = , и относительного вращательного движения во-

круг полюса О2 со скоростью 3 2A OV . 

Тогда в соответствии с теоремой сложения скоростей для точки А3  по-
лучаем 

3 2 3 2A O A OV V V= + ,                                                                        (7.3) 

где 3 2OAV  – относительная скорость точки А3 по отношению к полюсу О2. 
При построении векторного уравнения (7.3) вектор относительной ско-

рости 3 2A OV  не может быть построен, так как для него известна только ли-

ния действия, 3 2A OV 3 2А O⊥ , но неизвестна величина и направление (ω3 – 

неизвестна). 
 
Объединяем уравнения (7.2) и (7.3) в систему 
 

3 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

2 2, ;

, .2

AA A A A A

A O A O A O

AO

AO

V V V V
V V V V

⎧ = +⎪
⎨

= + ⊥⎪⎩

                                       (7.4) 

 
Эту систему будем решать графически. Цель построения – определить  

скорость точки А3. 
 

Необходимо обратить внимание на связь структурной записи кине-
матической цепи и способа составления системы уравнений.  

Для точки А3, стоящей в центре записи структурного анализа, со-
ставляются два векторных уравнения, для которых в качестве полюсов при-
нимаются точки А2 и O2 , стоящие по краям кинематической цепи.  
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Построение плана скоростей производится в следующей последо-
вательности: 

1. Выберем масштаб VK  плана скоростей. 
2. Выберем полюс плана скоростей РV -– общее начало векторов абсо-

лютных скоростей точек механизма. 
3. Из полюса РV  построим вектор скорости точки А1,2 в масштабе VK : 

( )1 2
1 2

,

A ,
V

V
P a

K

V
= , мм.  

Конец вектора обозначим буквой а1,2 

4. Согласно первому уравнению системы (7.4), из конца вектора 2AV , 

т. е. через точку а1,2, проведем линию действия относительной скорости  

3 2A AV  параллельно звену 2AO  ( 23 2A A AOV ). 

5. Согласно второму уравнению системы (2.4), из полюса РV , так как 

2 0OV = , проведем линию действия относительной скорости 3 2A OV  пер-

пендикулярно звену 2AO  ( 3 2A OV 2АO⊥ ). 

6. Отметим точку пересечения двух линий действия относительных 
скоростей и обозначим её а3. 

7. Проведем из полюса РV  вектор в точку а3 – это вектор абсолютной 
скорости 3AV  точки  А3. Проведем вектор из точки а2 в точку а3 – это 

вектор относительной скорости 3 2A AV  точки А3 по отношению к точке А2.  

Чтобы получить модули скоростей в размерности мс-1 необходимо из-
мерить вектор в мм и умножить на масштаб VK . 

 
( )

3 33 2 V VP a ,A A O KV V= =  мс-1;                                   (7.5) 

( )3 2 3 2 VA A V
Ka aV = , мс-1.                                                                       (7.6) 

Скорость точки В, принадлежащей кулисе АО2, может быть получена 
с применением теоремы подобия: 

32

2 V

V( P a )O A ;
O B ( P b )

=  отсюда 2
3

2
V V

O B( P b ) ( P a )
O A

= , мм.                        (7.7) 
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Расстояние 2O A  является переменной величиной и его можно опре- 

делить как 2O A = 2 LO A K⋅ , м. Здесь 2O A– отрезок на плане положений, в 
мм; LK – масштаб плана положений механизма, м/мм. 

Отложим на плане скоростей от полюса VP  отрезок V( P b )по линии 

действия вектора 3V( P a ) . Этот отрезок представляет собой вектор BV  в 
масштабе VK : 

 

( )VP bV VB B K KV V= =⋅ , мс–1.                                                           (7.8) 

 
Определение величины и направления угловых скоростей звеньев ме-

ханизма 
Угловая скорость звена определяется по формуле  

1ci
i

i
,

R
V −=ω ,                                                                                         (7.9) 

где     iV  – линейная скорость точки, 

iR  – радиус кривизны траектории точки. 

Звено 1 – входное звено О1А (кривошип)  
Угловая скорость кривошипа определяется по заданной частоте враще-

ния n1, 1 12 n ,ω = π  с–1. Направление угловой скорости кривошипа 1ω  задает-
ся. 

Звено 2 –  ползун  
Величина и направление угловой скорости ползуна равны угловой ско-

рости кулисы 

2ω  = 3ω .                                                     

Звено 3-кулиса О2 А 
 Величина угловой скорости кулисы определяется по формуле 

3 2 3
3

2 2

V VА O ( P а )K
АO АO

V
ω = = , с–1,                                                      (7.10) 

где 3V( P а ) – длина отрезка на плане скоростей, мм; 



 67

VK  – масштаб плана скоростей, мс–1/мм; 

АО2 – переменная длина от 2O  до А , измеренная на кулисе, м. 

Направление угловой скорости ω3 определяется следующим образом. 
Так как звено 3 вращается вокруг неподвижной точки О2 то для определения 
направления ω3 необходимо перенести с плана скоростей вектор 3 2A OV в 

точку А и проследить какому направлению угловой скорости соответствует 
вектор скорости 3 2A OV . На рис. 7.1, а этой скорости соответствует враще-

ние звена АО2 против часовой стрелки. Следовательно, ω3 будет направлена 
против часовой стрелки. 

Составление векторных уравнений и расчетных зависимостей для 
построения планов ускорений 

Входное звено О1А – (кривошип). 
Полное ускорение точки А1 равно при ( 1ω  = const): 

1Aa  = 
1 1

2
1 1A O

n O Aa = ω                                                                (7.11) 

С учетом масштаба Ка величина вектора 1Aa  равна 

( )1
1 ,1

A
a aA P a K

aa = =  мм.                                                               (7.12) 

Вектор ускорения 1Aa  направлен по звену 1O A  от точки А к точке 
О1. 

Присоединенная группа А1,2 – 2 – А3 – 3 – О2  
В точке А вращательной парой соединяются звено 1 и звено 2, поэтому 

ускорения  1 2 1,2A A Aa a a= = . Кулиса 3 соединяется вращательной па-

рой 2O  со стойкой, поэтому 2Oa  = 0. В точке А ползун 2 поступательной 

парой присоединяется к кулисе 3, поэтому 3 2A Aa a≠ . Подлежит опреде-

лению ускорение 3Aa .  

Движение кулисы ВО2 рассматриваем как сложное движение, состоя-
щее из переносного вращательного движения вместе с ползуном 2, для кото-

рого ускорение точки А2 известно ( 2 1A Aa a= ), и относительного посту-
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пательного движения по отношению к полюсу А2 с ускорением 3 2A Aa , для 
которого неизвестны величина и направление.  

Если при движении точки на плоскости имеет место вращательное пе-
реносное движение и относительное поступательное, то возникает дополни-
тельное ускорение, которое называется кориолисовым.   

Тогда, в соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном  
движении для точки А3

  имеем: 
 

3 2 3 23 2
k

.A A A AA Aa a a a+ +=                                                   (7.13)  

 
Движение коромысла ВО2  рассматриваем как сложное движение, со-

стоящее из переносного движения вместе с точкой (полюсом) О2, ускорение 
которой равно нулю (

2
0Oa = ), и относительного вращательного движения 

вокруг полюса О2 с ускорением 3 2A Oa . 
Тогда в соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном 

движении для точки А3  получаем 
 

3 23 2 A OA Oa a a+= ,                                                                      (7.14) 

где 3 2A Oa  – относительное ускорение точки А3 по отношению к полюсу 

О2. 
При построении векторного уравнения (7.14) векторы относительных  

ускорений 3 2A Oa и 3 2A Aa не могут быть построены, так как для них неиз-
вестны величина и направление. Разложим относительные ускорения и на 
нормальные и касательные составляющие и объединим в систему уравнения 
(7.13) и (7.14): 

 

;3 22 3 2 3 2 

3 23 2 3 2

33 2

3 3

,

, .2

k
A A 23

A О 2

n
A A А A A A A A

n
A O A O A O

А О

А О

a a a a a a
a a a a a

τ

τ

τ⎧ + + +⎪
⎨ τ⎪ + +
⎩

=

= ⊥
 (7.15) 

 
Для первого уравнения системы (7.15) величины кориолисова и нор-

мального ускорений определяются по известным зависимостям, а касатель-
ное ускорение известно по линии действия.  
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Величина кориолисова ускорения для плоского движения определяется 
по формуле 

 

пер отн2 .k Va = ω                                                                               (7.16) 

Для данного случая  2пер =ω ω  и отнV  = 3 2A AV . Следовательно, 

2 2 3 23 2
A AA A

k Va = ω .                                                                       (7.17) 

Чтобы определить размер вектора 3 2A A
ka в миллиметрах, необходимо 

разделить его модуль на масштаб aK : 

( )2 3 223 2 3 2
3 2

22 VA A V
k
A Ak

A A a a a

a a K
K K K

Vaa =
ωω

= = , мс-2        (7.18) 

 
где ω2 – угловая скорость ползуна, которая известна по величине и направ-
лению (в данном случае направлена против часовой стрелки); 
( )3 2 Va a  –  вектор на плане скоростей, мм.  

Вектор 3 2
k

A Aa  будет направлен в ту сторону, в которую будет на-

правлен вектор относительной скорости 
3 2A AV = ( )3 2 Va a  при повороте 

его на 900  по направлению угловой скорости переносного движения – ω2. 

Вектор нормального ускорения 3 2A A
na = 0, так как относительное 

движение кулисы по ползуну прямолинейное. Линия действия касательного 

ускорения 3 2A Aaτ
 направлена по касательной к траектории относительного 

движения, 23 2A A AOaτ
. 

Для второго уравнения системы (7.15) величина нормального ускоре-
ния определяется по зависимости (7.19) или (7.20), а касательное ускорение 
известно по линии действия:  

2
32 23A O

n AOa = ω , мс-2                                                                        (7.19) 

( )
2

2
2

33 2
3 2 2

V V

L

A O
A O

P a Kn
AO AO K

Va
⎡ ⎤
⎣ ⎦= = , мс-2 .                                         (7.20) 
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Чтобы определить размер вектора этого ускорения необходимо разде-
лить его модуль на масштаб aK :  

2
2

3
3

A O
A O

n
n ,

Ka

aa = мм.                                                                         (7.21) 

Ускорение 
23A O

na направляется по звену АО2 от А к О2. Касательное 

ускорение 23 2A O AOaτ
⊥ . 

 
Построение плана ускорений производится в следующей последова-

тельности: 
1. Выберем полюс плана ускорений Ра – общее начало векторов абсо-

лютных ускорений точек механизма. 

2. Из полюса Ра  строим вектор ( )aP a равный 1 2
1 2

A ,
, aA K

aa = . Ко-

нец вектора обозначим буквой а1,2. 
 

3. Согласно первому уравнению системы (7.15), из конца вектора 

1 2,Aa строим вектор 
3 2

k
A Aa , величина которого определяется выражени-

ем (7.18), и, учитывая, что 3 2A A
na = 0, через конец вектора 

3 2
k
A Aa прово-

дим линию действия вектора 23 2A A AOaτ
. 

4. Согласно второму уравнению системы (7.15), из полюса Ра (первый 

вектор уравнения 2Oa  = 0), строим вектор 3 2A O
na , который направлен по 

звену от А к О2 ( 23 2
n
A O AOa ), величина которого определяется выраже-

нием (7.21). Через конец этого вектора проводим линию действия касатель-

ного ускорения 23 2A O AOaτ
⊥ . 

5. Точку пересечения касательных 3 2A Aaτ
 и 3 2A Oaτ

 обозначим  a3. 

6. Проведем из полюса Ра вектор в точку a3 – это вектор абсолютного 

ускорения точки А3.  



 71

Чтобы получить значение этих ускорений в размерности мс-2, необхо-
димо измерить соответствующий вектор в миллиметрах и умножить на мас-
штаб aK : 

33 AA aKa a= =( )3P aa aK , мс–2;                                                     (7.22) 

3 32 AA Oa a= , мс–2 ;                                                                            (7.23) 

3 2 3 2A A A Aa aτ= 3 2A A aKaτ
= , мс–2 .                                              (7.24) 

Ускорение точки В, принадлежащей кулисе АО2, определяется по тео-
реме подобия: 

32

2

a

a

( P a )O A ;
O B ( P b )

=   отсюда 2
3

2
a a

O B( P b ) ( P a )
O A

= , мм.                     (7.25) 

Отложим на плане ускорений от полюса aP  отрезок a( P b )по линии  

действия вектора 3a( P a ) . Этот отрезок представляет собой вектор Ba  в 
масштабе aK : 

( )Pa a aB B bK Ka a= = , мс-2.                                                             (7.26) 
 
Определение величины и направления угловых ускорений звеньев ме-

ханизма 
Определение углового ускорения звена производится по формуле  

i
i i

iR
aτ

ε = ω =& ,                                                                                         (7.27) 

где iaτ – касательное (тангенциальное) ускорение движущейся точки;  

      Ri  – радиус кривизны траектории точки. 
Звено 1– (кривошип) 

Угловое ускорение кривошипа равно нулю, 1ε  = 0, так как кривошип 
вращается с постоянной угловой скоростью. 

Звено 2 – ползун  
Угловое ускорение ползуна равно угловому ускорению кулисы 

2 3ε = ε . 

Звено 3 – кулиса  
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Величина углового ускорения кулисы определяется по формуле 

3 2 3 2 2
3

2 2
c

a

L

A O A O
,

AO AO K

Ka a
−

τ τ ⋅
ε = = ,                                                 (7.28) 

где 
3 2OAaτ  – длина отрезка  на плане ускорений, мм; 

         aK  – масштаб плана ускорений, мс-2/мм; 

        2AO  – переменный размер кулисы от 2O  до A , мм; 

              LK − масштаб схемы механизма, м/мм. 
Направление углового ускорения 3ε  определяется следующим обра-

зом. Перенесем с плана ускорений вектор 3 2A Oaτ
 в точку А и проследим, 

какому направлению углового ускорения соответствует вектор ускорения 

3 2A Oaτ
. На рис. 7.1, б этому касательному ускорению соответствует вра-

щение звена АО2 против часовой стрелки. Следовательно, 
3ε   будет направ-

лено против часовой стрелки. 
 

7.2. Механизм с группой 3-й модификации 2-го вида (рис. 7.2) 
Рассматривается кинематический анализ механизма, в котором шатун 2 

присоединяется вращательной парой А к кривошипу 1. Ползун 3 присоеди-
няется вращательной парой В  к стойке. 

Данный механизм при структурном анализе распадается на следующие 
группы �л�ра. 

Стойка – О1 –1 → 1-й класс, 
Авр – 2 – Bпост –3 – Ввр, 2-й �л., 3-я мод. 2-й вид (диада ВПВ). 
Перепишем запись структурного анализа с учетом нумерации звеньев  
А1,2 – 2 – В2 –3 – B 3,0 
Задача кинематического анализа механизма определить для заданного 

положения механизма следующие параметры: 

– скорость 
,1 2AV  и ускорение  1,2Aa  точки А1,2; 

 – скорость 
2BV  и ускорение  

2Ba  точки В2; 
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– скорость CV  и ускорение  Ca  точки С; 
– угловую скорость ω2  и  угловое ускорение 2ε  шатуна АС; 

– угловую скорость ω3  и  угловое ускорение 3ε  ползуна.  
Следует заметить, что скорость и ускорение точки С могут быть оп-

ределены только после определения скорости и ускорения точки В2 
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Рис  2.2. Построение плана скоростей и плана ускорений для 
               механизма с группой Ассура 3-й модификации 2-го вида.  

 

Рис. 7.2. Построение планов скоростей и ускорений для механизма с 
группой Ассура 3-й модификации 2-го вида 
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 Построение плана скоростей механизма (рис. 7.2, а)  
Кинематический анализ механизма начинают с входного звена и далее 

в порядке присоединения групп Ассура. 

Входное звено 1O A  – (кривошип)  
Точка А1 принадлежит кривошипу (звено 1), и ее скорость определяет-

ся по зависимости 

1 11A O A,V = ω  мс–1.                                                                             (7.29) 

Вектор этой скорости направлен в сторону угловой скорости ω1 по ка-
сательной к траектории, т. е. перпендикулярно к радиусу О1 А.  

С учетом масштаба КV  величина вектора AV  равна 
 

( ) ,V
A
v

A P a K
VV = =  мм.                                                                       (7.30) 

Присоединенная группа А2 – 2 – В2 –3 – B 3,0 
В точке А вращательной парой соединяются кривошип (звено 1) и ша-

тун (звено 2), поэтому 2 1A A AV V V= = . В точке В вращательной парой 

соединяются ползун (звено 3) и стойка (звено 0). Скорость точки В0, принад-

лежащей стойке, равна нулю: 3 0 0B BV V= = . 
В точке В поступательной парой соединяются шатун (звено 2) и ползун 

(звено 3), следовательно: 2 3BBV V≠ . Скорость точки В2 подлежит опре-
делению. 

Движение шатуна рассматриваем как сложное движение, состоящее из 
переносного поступательного движения вместе с точкой (полюсом) А2, ско-
рость которой известна, и относительного вращательного движения вокруг 

полюса А2 со скоростью 2B AV . 
Тогда в соответствии с теоремой сложения скоростей при сложном 

движении для точки В2  имеем: 
 

2 2 ,B A B AV V V= +                                                                            (7.31) 
 

где 2B AV  – относительная скорость точки В2 по отношению к полюсу А. 
При построении векторного уравнения (7.31) вектор относительной 

скорости 2B AV  не может быть построен, так как для него известна только 
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линия действия 2B AV BA⊥ , но неизвестны величина и направление (ω2 – 
неизвестна). 

Движение шатуна 2 можно представить как переносное вращательное 
движение вместе с ползуном 3 и относительное поступательное движение по 
отношению к ползуну со скоростью 2 3B BV : 

2 2 33B B B BV V V= + ,                                                                        (7.32) 

где 2 3B ВV  – относительная скорость точки В2 по отношению к точке В3, 
принадлежащей ползуну. 

При построении векторного уравнения (7.32) вектор относительной 
скорости 2 3B BV  не может быть построен, так как для него известна только 

линия действия  2 3B B ABV , но неизвестны величина и направление. 
Объединяем уравнения (7.31) и (7.32) в систему 
 

2

3

, 2

,2 2 3 2

2

3 .

B A B A B A

B B B B B B

BA;

BA

V V V V
V V V V

⎧ + ⊥⎪
⎨

+⎪⎩

=

=
                                    (7.33) 

 
Эту систему будем решать графически. Цель построения – определить 

скорость точки В2. 
 
Построение плана скоростей производится в следующей последо-

вательности: 
1. Выберем полюс плана скоростей РV -– общее начало векторов абсо-

лютных скоростей точек механизма. 
2. Из полюса РV  построим вектор скорости точки  А в масштабе VK : 

( ) A
V

V
P a

K

V
= , мм.                                                                             (7.34) 

Конец вектора обозначим буквой а.  
3. Согласно первому уравнению системы (7.33), из конца вектора AV , 

т. е. через точку а, проведем линию действия относительной скорости 

2B AV  перпендикулярно звену AB , 2B AV BA⊥ . 
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4. Согласно второму уравнению системы (7.50), из полюса РV  (так как 

3 0BV = ) проведем линию действия относительной скорости 2 3B BV  па-

раллельно звену AB ( 2 3B B ABV ). 
5. Отметим точку пересечения двух линий действия относительных 

скоростей и обозначим ее b2. 
6. Проведем из полюса РV  вектор в точку b2 – это вектор абсолютной 

скорости точки  В2. Проведем вектор из точки b3 , которая находится в по-
люсе РV , в точку b2 – это вектор относительной скорости точки В2 по от-
ношению к точке В3.  

Чтобы получить модули этих скоростей в размерности мс–1, необходи-
мо измерить вектор в мм и умножить на масштаб VK : 

 

( )
2 2V VP bB KV = , мс–1;                                                                        (7.35) 

( )2 32 3 2 3V VV
b bB BB B K KV V= = , мс–1.                                           (7.36) 

 

Скорость точки С, принадлежащей кулисе АС, может быть получена 
по теореме подобия плана скоростей: 

2 V

V

( ab )AB ;
AC ( ac )

=   отсюда 2V V
AC( ac ) ( ab ) .
AB

=                                (7.37) 

Отложим на плане скоростей от а отрезок V( ac ) , на отрезке 2 V( ab )  и 

обозначим конец отрезка точкой с. Из полюса РV проведем вектор в точку с. 
Это вектор – абсолютная скорость точки С в масштабе VK . 

Чтобы получить модуль этой скорости в размерности мс–1, необходимо 
измерить вектор ( )VP c в миллиметрах и умножить на масштаб VK : 

( )VPV VC C cK KV V= = , мс–1.                                                            (7.38) 

 
Определение величины и направления угловых скоростей звеньев  

механизма 
Угловая скорость звена определяется по формуле  

1ci
i

i
,

R
V −=ω , 
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где     iV  – линейная скорость точки, 

iR  – радиус кривизны траектории точки. 

Звено 1 – входное звено О1А (кривошип). 
 Угловая скорость кривошипа определяется по следующей зависимости 

1 12 n ,ω = π  с–1,  
где 1n  – угловая скорость кривошипа, с–1. 

Направление угловой скорости кривошипа 1ω  задается. 
 

Звено 2 –  шатун АВ. 
Величина угловой скорости звена АВ определяется по формуле 

( )2
2 1

2
 c

VVB A
b a K

,
BA BA

V −
⋅

ω = = ,                                              (7.39) 

где ( )2
V

b a  – длина отрезка на плане скоростей, мм;  

       VK  – масштаб плана скоростей, мс–1/мм; 

          ВА – длина шатуна, измеренная на плане положений от точки А до 
точки В, м. 

Для определения направления угловой скорости ω2 остановим на ме-
ханизме точку А, перенесем с плана скоростей вектор 2B AV  в точку В и 
проследим какому направлению угловой скорости ω2 соответствует вектор 
скорости 2B AV . Этой скорости на рис. 7.2, а соответствует вращение звена 
ВА против часовой стрелки. Следовательно, ω2  будет направлена против ча-
совой стрелки.  

 
Звено 3-ползун. 
Угловая скорость ползуна по величине и направлению равна угловой 

скорости звена 2, 3 2=ω ω . 

 
Составление векторных уравнений и расчетных зависимостей для 

построения планов ускорений 
Построение планов ускорений производится так же, как и план скоро-

стей в порядке наслоения групп Ассура.  
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Входное звено О1А  –  (кривошип)  
Полное ускорение точки А при 1ω =const определяется по зависимости  

Aa = 
1

2
1AO

n O Aa = ω . 

Вектор ускорения Aa  направлен параллельно звену 1O A  от точки А к 

точке 1O . С учетом масштаба Ка величина вектора Aa  равна 
 

( ) ,A
a aA P a K

aa = =  мм.                                                                        

 
Присоединенная группа А1,2 – 2 – В2 –3 – B3,0 
В точке А шарнирно соединяются звено 1 и звено 2, поэтому ускорения  

1 2A A Aa a a= = . Ползун 3 соединяется вращательной парой В со стой-

кой, поэтому 3 0 0B Ba a= = . В точке В шатун 2 поступательной парой 

присоединяется к ползуну 3, поэтому 2 3B Ba a≠ . Подлежит определению 

2Ba . 

Движение кулисы ВА рассматриваем как сложное движение, состоя-
щее из переносного движения вместе с точкой (полюсом) А, ускорение кото-
рой известно, и относительного вращательного движения вокруг полюса А.  

Тогда в соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном 
движении для точки В2  получаем 

 

22 B AB Aa a a= + ,                                                                             (7.40) 

где 2B Aa – относительное ускорение точки В2 вокруг полюса А.  

При построении векторного уравнения (7.40) вектор относительного 
ускорения 2B Aa  не может быть построен, так как его величина и направле-
ние неизвестны. 

Движение шатуна ВА рассматриваем как сложное движение, состоя-
щее из переносного вращательного движения вместе с ползуном 3, для кото-
рого ускорение точки В3 известно ( 3 0 0B Ba a= = ) и относительного уско-

рения 2 3B Ba  при поступательном движении шатуна по отношению к ползу-
ну 3, для которого неизвестны величина и направление.  
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Если при движении точки на плоскости имеет место вращательное пе-
реносное движение и относительное поступательное, то возникает дополни-
тельное ускорение, которое называется кориолисовым.  

В соответствии с теоремой сложения ускорений при сложном движе-
нии для точки В2 имеем 

 

2 3 2 32 3
k

.B B B BB Ba a a a+ +=                                                         (7.41) 

 

Разложим относительные ускорения 2B Aa и 2 3 .B Ba на нормальные и 
касательные составляющие и объединим в систему уравнения (7.40) и (7.41):  

 

. 2

.

2 2 2

2 3 2 3 2 3 2 3 32

,

,
k

n
B A B A B A B A

n
B B B B B B B B B B

AB;

AB

a a a a a
a a a a a a

τ τ⎧ + + ⊥⎪
⎨ τ τ⎪ + + +⎩

=

=
    (7.42) 

 
Величины нормальных ускорений и кориолисово ускорение определя-

ются по известным зависимостям, а касательные ускорения известны по ли-
нии действия: 

( )2
22 2

2
2

22 VB

L

A
B A B A

b a Kn nBA или
BA BA K

Va a
⎡ ⎤
⎣ ⎦=

⋅
ω == , мс-2.     (7.43) 

Чтобы определить размер вектора этого ускорения необходимо модуль 

ускорения 
2B A

na  разделить на масштаб aK :  

2
2

B A
B A

a

n
n ,

K

aa =  мм.                                                                            (7.44) 

Ускорение 
2B A

na  направляется по звену ВА от В к А. Касательное ус-

корение 2B A BAaτ
⊥ . 

Вектор нормального ускорения 2 3B B
na  = 0, так как относительное 

движение шатуна и ползуна – прямолинейное. Линия действия касательного 
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ускорения 2 3B Baτ
 направлена по касательной к траектории относительного 

движения ( 2 3B B ABaτ
). 

Величина кориолисова ускорения для плоского движения определяется 
по формуле (7.16): 

пер отн2 .k Va = ω  

Для данного случая  3пер =ω ω  и отнV  = 2 3B BV . 
Следовательно, 3 2 32 3

2 B BB B
k Va = ω , мс-2. 

Чтобы определить размер вектора 2 3B B
ka в миллиметрах, необходимо 

его модуль разделить на масштаб aK : 

( )32 3
2 3

2 2 3 VB B V ,
a aB B

k b b Kk
K K

aa = =
ω

мм                                     (7.45) 

где ω3 – известна по величине и направлению (в данном случае, направлена 
против часовой стрелки);  
     ( )2 3 V

b b  – вектор на плане скоростей, мм.  

Вектор 2 3
k

B Ba  будет направлен в ту сторону, в которую будет на-

правлен вектор относительной скорости 
2 3B BV =( )2 3 V

b b  при повороте его 

на 900  по направлению угловой скорости переносного движения ω3. 

 
Построение плана ускорений производится в следующей последова-

тельности: 

1. Выберем полюс плана ускорений Ра – общее начало векторов абсо-
лютных ускорений точек механизма.  

2. Из полюса Ра  построим вектор ускорения точки А в масштабе aK , 

( )
a

a
AP a

K
a

= , мм. Конец вектора обозначим а  

3. Из точки а строим вектор 2B A
na , величина которого определяется 
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выражением (7.44) и, который направлен по звену 2 от В к А: 2
n
B A BAa . 

Через конец этого вектора проводим линию действия касательного ускорения 

2B A BAaτ
⊥ . 

4. Согласно второму уравнению системы (7.42), из полюса Ра (первый 

вектор уравнения 3Ba  = 0), строим вектор кориолисова ускорения 
2 3

k
B Ba , 

известный по величине (7.45) и направлению, и через его конец проводим 

линию действия касательного ускорения 2 3B B ABaτ
. 

5. Отметим точку пересечения двух линий действия касательных уско-

рений 2B Aaτ
 и 2 3B Baτ

 и  обозначим ее b2; 

6. Проведем из полюса Ра  вектор в точку b2 – это вектор абсолютного 

ускорения  2Ba  точки В2 . 

Вектор относительного ускорения 2 2 2
n

B A B A B Aa a a+
τ

= . Вектор 

относительного ускорения 2 3B Ba = 2 3B Baτ
. 

Чтобы получить модули этих ускорений в размерности мс-2 необходи-
мо измерить соответствующие векторы в миллиметрах и умножить на мас-
штаб aK : 

( )2 22 BB aa aK P b Ka a= = ⋅ , мс–2;                                                   (7.46) 

2 2B A B A aKa a= ⋅ , мс-2 ;                                                                   (7.47) 

2 32 3 B B aB B Ka a= ⋅ , мс-2 .                                                                 (7.48) 

Ускорение точки С, принадлежащей звену АС, определяется с приме-
нением теоремы подобия: 

2

a

a( ab )AB ;
AC ( ac )

=   отсюда 2a a
AC( ac ) ( ab ) .
AB

=                                 (7.49) 

Отложим на плане ускорений от точки а отрезок a( ac )  по линии дей-

ствия вектора 2 a( ab ) и соединим полученную точку с с полюсом Ра. Этот 
отрезок представляет собой вектор Ca  в масштабе aK . 

( )P cC C a a aK Ka a= ⋅ = , мс–2.                                                       (7.50) 



 82 

Определение величины и направления угловых ускорений 
 звеньев механизма 

Определение углового ускорения звена производится по формуле 

i
i i

iR
aτ

ε = ω =& , 

где iaτ  – касательное (тангенциальное) ускорение движущейся точки;  

      Ri  – радиус кривизны траектории точки в её относительном движении.  
Звено 1 – (кривошип)  

Угловое ускорение кривошипа равно нулю, так как 1 constω = , 1ε  = 0. 

Звено 2 – шатун  

Величина углового ускорения кулисы 2ε  определяется по формуле 

2 2 2
2 c

a

L

B A B A
,

BA BA K

Ka a
−

τ τ ⋅
ε = =

⋅
,                                                     (7.51) 

где 
2B Aaτ  – длина вектора на плане ускорений, мм; 

aK  – масштаб плана ускорений, мс-2/мм; 

BA – переменный размер кулисы от В до A , мм; 

LK − масштаб схемы механизма, м/мм. 
Направление углового ускорения 2ε  определяется следующим обра-

зом. Остановим на механизме точку А, перенесем с плана ускорений вектор 

2B Aaτ  в точку В и проследим, какому направлению углового ускорения 

шатуна соответствует вектор ускорения 
2B Aaτ . На рис. 7.2 этому касатель-

ному ускорению соответствует вращение звена ВА против часовой стрелки. 
Следовательно, угловое ускорение 2ε  будет направлено против часовой 
стрелки.  

Звено 3 – ползун 
Угловое ускорение ползуна по величине и направлению равно углово-

му ускорению звена 2, 3 2ε = ε . 
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Приложение 
Таблица 7.1. Варианты заданий для контрольной работы № 2 

Параметры механизма 

№
 с
хе
м
ы

 

В
ар
иа
нт

 

ϕ1 
гр 

ω  
с–1 

1O A
м 

2O B  
м 

x 
м 

y 
м 

1 60 40 0,04 0,24    0,005 – 0,10 
2 60 40 0,04 0,24 – 0,005 – 0,11 
3 60 40 0,04 0,25    0,006 – 0,12 
4 120 40 0,05 0,25 – 0,006 – 0,14 
5 120 50 0,05 0,24    0,007 – 0,12 
6 120 50 0,05 0,25 – 0,007 – 0,13 
7 120 50 0,06 0,25    0,008 – 0,15 
8 180 60 0,06 0,26    0,008 – 0,12 
9 180 60 0,06 0,26    0,009 – 0,13 

 
 
 
1 
 

 

 
10 180 60 0,06 0,26 0,009 – 0,14 

 ϕ1 
гр 

ω  
с–1 1O A

м 
2O B
м 

x 
м 

y 
м 

1 60 40 0,04 0,25 – 0,005 0,10 
2 60 40 0,04 0,25 – 0,005 0,11 
3 60 40 0,04 0,25 – 0,006 0,12 
4 120 40 0,05 0,35 – 0,006 0,14 
5 120 50 0,05 0,25    0,007 0,12 
6 120 50 0,05 0,25    0,007 0,13 
7 120 50 0,06 0,25    0,008 0,15 
8 300 60 0,06 0,25 – 0,008 0,12 
9 300 60 0,06 0,24 – 0,009 0,13 

 
 
 
 
2 

 10 300 60 0,06 0,24 – 0,009 0,14 
 ϕ1 

гр 
ω  
с–1 1O A

м 
АС
м 

x 
м 

y 
м 

1 60 40 0,04 0,24 – 0,005 – 0,10 
2 60 40 0,04 0,24 – 0,005 – 0,11 
3 60 40 0,04 0,25 – 0,006 – 0,12 
4 120 40 0,05 0,25    0,006 – 0,14 
5 120 50 0,05 0,24    0,007 – 0,12 
6 120 50 0,05 0,25    0,007 – 0,13 
7 120 50 0,06 0,25    0,008 – 0,15 
8 180 60 0,06 0,26    0,008 – 0,12 
9 180 60 0,06 0,26    0,009 – 0,13 

 
 
 
 
3 

 

X 

В 
С  

1

2

3

y 

ϕ

Х

О

1

Y
А

 
10 180 60 0,06 0,26    0,009 – 0,14 
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Параметры механизма 

В
ар
иа
нт

 

ϕ1 
гр 

ω  
с–1 

1O A 
м 

АС  
м 

x 
м 

y 
м 

1  60 40 0,04 0,22 0,14    0,005
2  60 40 0,04 0,22 0,14 – 0,005
3  60 40 0,04 0,24 0,15    0,006
4 120 40 0,05 0,24 0,15 – 0,006
5 120 50 0,05 0,26 0,16 – 0,007
6 120 50 0,05 0,25 0,16 – 0,007
7 120 50 0,06 0,27 0,17 – 0,008
8 240 60 0,06 0,27 0,17    0,008
9 240 60 0,06 0,28 0,18    0,009

 
 
 
 
 
4 

 
 
           

   
 

10 240 60 0,06 0,28  0,18 0,009 
 ϕ1, 

град

ω  
с–1 1O A  

м 

AC  
м 

x 
м 

y 
м 

1  60 40 0,04 0,22 – 0,14    0,005
2  60 40 0,04 0,22 – 0,14 – 0,005
3  60 40 0,04 0,24 – 0,15    0,006
4 120 40 0,05 0,24 – 0,15 – 0,006
5 120 50 0,05 0,26 – 0,16 – 0,007
6 120 50 0,05 0,25 – 0,16 – 0,007
7 120 50 0,06 0,27 – 0,17 – 0,008
8 300 60 0,06 0,27 – 0,17    0,008
9 300 60 0,06 0,28 – 0,18    0,009

 
 
 
 
 
5 

 
 

 
 
 
 

10 300 60 0,06 0,28 – 0,18 – 0,009
 ϕ1 

град
ω  
с–1 

1O A  

м 
AC  
м 

x 
м 

y 
м 

1    0 40 0,04 0,24 – 0,005 0,14 
2    0 40 0,04 0,24 – 0,005 0,14 
3    0 40 0,04 0,25 – 0,006 0,15 
4 180 40 0,05 0,25    0,006 0,15 
5 180 50 0,05 0,26    0,007 0,16 
6 180 50 0,05 0,26    0,007 0,16 
7 240 50 0,06 0,27    0,008 0,17 
8 240 60 0,06 0,27    0,008 0,17 
9 300 60 0,06 0,28 – 0,009 0,18 

 
 
 
 
6 
 
 
 
 

         
 

         

В 

1

2

3

y 

ϕ
А

О 1

Х

С

 

10 300 60 0,06 0,28 – 0,009 0,18 
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Параметры механизма 

В
ар
иа
нт

 

ϕ1, 
град 

ω  
с–1 1O A

м 
АD 
м 

AC
м 

x 
м 

y 
м 

1 60 40 0,04 0,02 0,22 – 0,16   ,008 
2 60 40 0,04 0,02 0,22 – 0,16 – 0,01 
3 60 40 0,04 0,02 0,24 – 0,17   ,008 
4 120 40 0,05 0,02 0,24 – 0,17 – 0,01 
5 120 50 0,05 0,02 0,25 – 0,18 – 0,01 
6 120 50 0,05 0,03 0,25 – 0,18 – 0,01 
7 120 50 0,06 0,03 0,26 – 0,19 – 0,01 
8 300 60 0,06 0,04 0,26 – 0,17    0,01 
9 300 60 0,06 0,06 0,26 – 0,18   ,008 

 
 
 
 
 
7 

 
 
 
 
 

 
 

10 300 60 0,06 0,06 0,26 – 0,18 0,01 
 ϕ1, 

град 
ω  
с–1 1O A

м 
АС 
м 

AD
м 

x 
м 

y 
м 

1    0 40 0,04 0,24 0,02 – 0,005 0,12 
2    0 40 0,04 0,24 0,02 – 0,005 0,12 
3    0 40 0,04 0,25 0,02 – 0,006 0,14 
4 180 40 0,05 0,25 0,03    0,006 0,14 
5 180 50 0,05 0,26 0,03    0,007 0,16 
6 180 50 0,05 0,26 0,03    0,007 0,16 
7 240 50 0,06 0,27 0,04    0,008 0,17 
8 240 60 0,06 0,27 0,04    0,008 0,17 
9 300 60 0,06 0,28 0,04 0,009 0,18 

 
 
 
 
8 

 

   

В 

С  

1

2

3

y 

ϕ
А

Х

О1

D

 10 300 60 0,06 0,28 0,04 – 0,009 0,18 
 ϕ1, 

град 
ω  
с–1 1O A

м 
2O В
м 

2O С  
м 

x 
м 

y 
м 

1 60 40 0,04 0,25 0,02 – 0,005 – 0,1 
2 60 40 0,04 0,25 0,03 – 0,005 – 0,11 
3 60 40 0,04 0,25 0,04 – 0,006 – 0,12 
4 120 40 0,05 0,25 0,02    0,006 – 0,14 
5 120 50 0,05 0,25 0,03    0,007 – 0,12 
6 120 50 0,05 0,25 0,04    0,007 – 0,13 
7 120 50 0,06 0,25 0,02    0,008 – 0,15 
8 300 60 0,06 0,25 0,03 – 0,008 – 0,12 
9 300 60 0,06 0,25 0,04 – 0,009 – 0,13 

 
 
 
 
9 

 
 

  

В

С  10  300 60 0,06 0,25 0,03 – 0,009 – 0,14 
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 ϕ1 
град

ω
с–1 

1O A
м 

АС
м 

1
O D
м 

x 
м 

y 
м 

1    0 40 0,04 0,25 0,02    0,005 – 0,12 
2    0 40 0,04 0,25 0,03 – 0,005 – 0,12 
3    0 40 0,04 0,26 0,04    0,006 – 0,14 
4 180 40 0,05 0,26 0,02 – 0,006 – 0,14 
5 180 50 0,05 0,27 0,03    0,007 – 0,16 
6 240 50 0,05 0,27 0,04 – 0,007 – 0,15 
7 240 50 0,06 0,28 0,02    0,008 – 0,17 
8 300 60 0,06 0,28 0,03 – 0,008 – 0,17 
9 300 60 0,06 0,28 0,04    0,009 – 0,18 

 
 
 
 
 

10 

  
           

X 

1 

2 

3 

1 

В

ϕ

y

А
Y

С

Х

О D

  10 300 60 0,06 0,28 0,03 – 0,009 – 0,18 
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