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ВВЕДЕНИЕ 

 

Дисциплина «Моделирование химико-технологических процессов» 

направлена на освоение студентами бакалавриата подходов к построению 

математических описаний физико-химических явлений, процессов и аппа-

ратов и использованию математического, информационного и программ-

ного обеспечения компьютерных технологических расчетов по моделям. 

Таким образом, дисциплина, являясь составной частью компьютерной и 

математической подготовки будущих специалистов, готовит студентов к 

применению методов математического моделирования и автоматизиро-

ванных средств расчетов при выполнении выпускной квалификационной 

работы.  

Студенты заочной формы обучения направления 18.03.01 «Химиче-

ская технология» выполняют контрольную работу, содержание которой 

должно составлять самостоятельное составление математических моделей 

различного типа, проведение вычислительного эксперимента по разрабо-

танным уравнениям и анализ результатов моделирования. Завершающей 

формой контроля освоения дисциплины является экзамен. 

В качестве инструмента решения систем уравнений предлагается ис-

пользовать математическую среду Mathcad, которая может быть установле-

на с сайта разработчика и даже после истечения пробного периода эксплуа-

тации обладает достаточной функциональностью. Выбор Mathcad в каче-

стве средства решения математических задач определяется его широкими 

возможностями (наличие элементов программирования, развитый аппарат 

работы с матрицами, выполнение операций в символьной форме и др.) и 

наглядностью записи выражений, приближенной к обычному математиче-

скому виду. Численные методы решения уравнений и систем уравнений 

разного типа, необходимые теоретические сведения, практические рекомен-

дации и многочисленные примеры решения уравнений и систем приведены 

в интерактивном учебнике, доступном по адресу http://eco.sutd.ru/mathcad.  

Студентам, изучающим дисциплину «Моделирование химико-

технологических процессов» доступны видеоматериалы практически по 

всем разделам дисциплины. Они представляют собой записи лекций, прак-

тических и лабораторных работ по дисциплине и содержат подробное рас-

смотрение как теории, так и техники построения математических моделей 

разных объектов. Видеоматериалы размещены в облачных хранилищах и 

доступны по ссылкам, указанным ниже. Приведем перечень основных ви-

деоматериалов, которые могут быть использованы при изучении различ-

ных разделов дисциплины в самостоятельной работе над предметом, при 

выполнении контрольной и подготовке к экзамену: 

• «Определение параметров гидродинамических моделей», 

практическое занятие https://disk.yandex.ru/i/jeii0y100Huh6A; 

http://eco.sutd.ru/mathcad/
https://disk.yandex.ru/i/jeii0y100Huh6A
https://disk.yandex.ru/i/jeii0y100Huh6A
https://disk.yandex.ru/i/jeii0y100Huh6A
https://disk.yandex.ru/i/jeii0y100Huh6A
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• «Определение параметров гидродинамических моделей», 

практическое занятие: часть 1 – https://yadi.sk/i/m_o7GuulDk3flA; 

часть 2 – https://yadi.sk/i/IgrdDufpepw7ag; 

• «Моделирование химических реакторов», практическое занятие 

https://yadi.sk/i/wNc2mvVzSFdfYA; 

• «Моделирование теплообменных аппаратов по ячеечной модели» 

https://yadi.sk/i/OxEyxURwALd6Rg; 

• «Моделирование теплообменных аппаратов по модели идеального 

вытеснения», практическое занятие https://yadi.sk/i/e4rtwIz7Z9l1ag; 

• «Моделирование теплообменных аппаратов по комбинированной 

модели», практическое занятие https://yadi.sk/i/vkdqgMLk7kgr1g; 

• «Моделирование стационарного режима теплопередачи», лекция 

https://yadi.sk/i/U48bVaxyDgU59A; 

• «Расчет коэффициента теплопередачи», практическое занятие 

https://yadi.sk/i/qELjgdZnzkm9cA; 

• «Расчет теплообменного аппарата с учетом зависимости теплофизи-

ческих и переносных свойств потоков от температуры», практиче-

ское занятие https://disk.yandex.ru/i/c495yAho7utdJw;  

• «Построение эмпирико-статистических моделей», теория и практика 

https://disk.yandex.ru/i/6kaKNdpn6EeZ9w; 

• «Определение параметров уравнения Аррениуса», практическое за-

нятие https://disk.yandex.ru/i/S6UlBHRHRoQq-g;  

• «Преобразование нелинейных моделей к виду линейной регрессии и 

выбор программных продуктов для оценки коэффициентов», прак-

тическое занятие https://disk.yandex.ru/i/RH5fbyY1vdThHw; 

• «Введение в оптимизацию», https://disk.yandex.ru/i/fuf4MfNxVAaOpw; 

• «Оценка констант скоростей обратимой реакции по эксперименталь-

ной кинетической кривой», практическое занятие 

https://disk.yandex.ru/i/UMrg1NXhrxE0MA.  

 

 

https://yadi.sk/i/m_o7GuulDk3flA
https://yadi.sk/i/IgrdDufpepw7ag
https://yadi.sk/i/wNc2mvVzSFdfYA
https://yadi.sk/i/wNc2mvVzSFdfYA
https://yadi.sk/i/OxEyxURwALd6Rg
https://yadi.sk/i/e4rtwIz7Z9l1ag
https://yadi.sk/i/vkdqgMLk7kgr1g
https://yadi.sk/i/vkdqgMLk7kgr1g
https://yadi.sk/i/U48bVaxyDgU59A
https://yadi.sk/i/U48bVaxyDgU59A
https://yadi.sk/i/U48bVaxyDgU59A
https://yadi.sk/i/qELjgdZnzkm9cA
https://yadi.sk/i/qELjgdZnzkm9cA
https://disk.yandex.ru/i/c495yAho7utdJw
https://disk.yandex.ru/i/c495yAho7utdJw
https://disk.yandex.ru/i/6kaKNdpn6EeZ9w
https://disk.yandex.ru/i/6kaKNdpn6EeZ9w
https://disk.yandex.ru/i/S6UlBHRHRoQq-g
https://disk.yandex.ru/i/S6UlBHRHRoQq-g
https://disk.yandex.ru/i/S6UlBHRHRoQq-g
https://disk.yandex.ru/i/RH5fbyY1vdThHw
https://disk.yandex.ru/i/RH5fbyY1vdThHw
https://disk.yandex.ru/i/fuf4MfNxVAaOpw
https://disk.yandex.ru/i/fuf4MfNxVAaOpw
https://disk.yandex.ru/i/UMrg1NXhrxE0MA
https://disk.yandex.ru/i/UMrg1NXhrxE0MA
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1. Содержание дисциплины 

 

В рабочей программе определены следующие задачи дисциплины 

«Моделирование химико-технологических процессов»: 

– изучение основных понятий математического моделирования про-

цессов и аппаратов химической технологии, систем очистки и обезврежи-

вания отходов производства; 

– рассмотрение методов построения моделей и их качественного ис-

следования; 

– изучение методов оптимизации параметров технологических про-

цессов на основе построенных математических моделей; 

– закрепление у студентов практических навыков по использованию 

численных методов оптимизации и компьютерного решения систем урав-

нений математического описания. 

В рамках освоения дисциплины изучаются темы: 

 

Раздел 1. Математическое моделирование сложных химико-

технологических систем 

Тема 1. Химико-технологическая система как объект моделирования. 

Современные ЭВМ – техническая основа моделирования. Экономи-

ческая и социальная значимость сохранения биосферы и роль методов 

математического моделирования и оптимизации в инженерном экологи-

ческом менеджменте. Общее понятие математической модели. Пара-

метры модели. Классификация математических моделей. Принципы по-

строения математических моделей. Реализация моделей, программные 

средства реализации моделей. 

Понятие ХТС. Статические и динамические режимы функциониро-

вания. Элементы ХТС. Технологические операторы. Технологические по-

токи. Параметричность потоков. Замкнутые и разомкнутые ХТС. Ма-

тематическая модель ХТС. Постановка задач синтеза и анализа ХТС. 

Проектный и поверочный расчеты ХТС и ее элементов. Размерность 

задачи расчета ХТС. 

Тема 2. Интегральные методы расчета параметров химико-

технологических систем. 

Сущность интегральных методов и их применимость. Ограничения 

методов. Расчет материальных потоков в замкнутой ХТС матричным 

методом. 

Тема 3. Декомпозиционные методы расчета параметров химико-

технологических систем. 

Сущность декомпозиционных методов и их применимость. 

Формальные методы определения последовательности расчета 

элементов разомкнутой ХТС. Расчет материальных потоков в 

разомкнутой ХТС декомпозиционным методом. Структурный анализ 
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замкнутой ХТС и ее расчет итерационным методом. Основные этапы 

структурного анализа ХТС. Компьютерная реализация алгоритмов. 

 

Раздел 2. Математические модели элементов химико-технологичес-

ких систем 

Тема 4. Общие подходы к построению физико-химических матема-

тических моделей объектов химической технологии. 

Описание гидродинамики, равновесия в системе, кинетики и условий 

тепломассопереноса как основные составляющие физико-химических мо-

делей. Две постановки задачи расчета процессов и аппаратов по моделям. 

Тема 5. Моделирование гидравлических систем. 

Оценка расхода жидкости через местное сопротивление. Моделиро-

вание и расчет короткого разветвленного трубопровода. Моделирование 

процессов истечения. 

Тема 6. Моделирование структуры потоков. 

Влияние конструктивных особенностей аппаратов на неравномер-

ность распределения времени пребывания частиц вещества в аппарате. 

Экспериментальная оценка структуры потоков. С- и F-кривые распреде-

ления времени пребывания частиц и их свойства. 

Тема 7. Моделирование процессов теплообмена. 

Принципы построения математических моделей теплообменников 

по моделям идеального смешения, вытеснения и ячеечной. Обоснование 

формы уравнений. 

Тема 8. Моделирование процессов химического превращения. 

Материальный баланс простой химической реакции. Закон 

действующих масс. Построение кинетических уравнений для случаев 

простой и сложной химических реакций. Математическое описание 

химических реакторов различного типа (с учетом структуры потоков) и 

их сравнительная оценка. 

Тема 9. Эмпирические математические модели. 

Моделируемый процесс как «черный ящик». Независимые перемен-

ные и функция отклика. Исходные данные для моделирования. Выбор фор-

мы модели. Подходы к оценке параметров уравнения модели. Метод 

наименьших квадратов (МНК) и его реализация. Использование 

электронных таблиц MS Excel для получения моделей путем построения 

линии тренда. Линейная регрессия общего вида в Mathcad. Особенности 

реализации и использования метода наименьших квадратов в общем виде 

применительно к линейной регрессии. Построение линейных по форме 

эмпирико-статистических моделей. Линеаризация моделей для 

использования типовых методов и программных средств. Оценка 

коэффициентов нелинейных эмпирических моделей. 
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Список рекомендованной учебно-методической литературы приве-

ден в конце настоящих методических указаний, однако имеется и другая 

учебная литература по тематике дисциплины в электронной библиотеке 

СПбГУПТД, размещенной по адресу http://publish.sutd.ru1.  

 

2. Примерные вопросы к экзамену по дисциплине 

 

1. Понятие математической модели. Место и роль методов математиче-

ского моделирования для исследования и разработки технических 

средств защиты окружающей среды. Входные и выходные парамет-

ры, управляющие воздействия. Классификация математических мо-

делей химико-технологических процессов. 

2. Зависимость математического описания аппарата от структуры пото-

ков вещества в аппарате. Экспериментальное исследование структу-

ры потоков вещества. С-кривая, F-кривая и их свойства. Обработка 

экспериментальных функций отклика и оценка параметров моделей 

3. Диффузионная модель структуры потоков вещества.  

4. Модели идеального вытеснения и смешения. Основные допущения и 

области применения. Вывод уравнений. 

5. Ячеечная модель структуры потоков вещества, ее математическое 

описание. Области применения модели.  

6. Формальное описание кинетики химического взаимодействия. Мате-

риальный баланс. Закон действующих масс. Составление и решение 

кинетических уравнений для простой и сложной химической реак-

ции.  

7. Математическое описание химических реакторов на базе модели иде-

ального вытеснения. Привести примеры составления уравнений. 

Подход к решению систем уравнений.  

8.  Математическое описание химических реакторов на базе модели 

идеального смешения. Привести примеры составления уравнений. 

Особенности решения систем уравнений.  

9. Особенности проектного расчета теплообменной аппаратуры с ис-

пользованием ЭВМ. Выбор уравнений математического описания и 

их решение.  

10. Моделирование теплообменной аппаратуры на основе модели иде-

ального вытеснения (прямоточная и противоточная схема).  

11. Оценка выходных температур теплоносителей в теплообменной ап-

паратуре на основе модели смешения и ячеечной. Особенности реше-

ния систем уравнений.  

                                                
1 Напоминаем, что полные тексты изданий доступны после аутентификации пользователя по ссыл-

ке Авторизация. Для студентов СПбГУПТД логин – номер студенческого билета, пароль – шифр 

направления подготовки. 

http://publish.sutd.ru/
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12. Построение и использование эмпирических статистических моделей. 

Метод наименьших квадратов: постановка задачи и ее реализация на 

ПЭВМ.  

13. Реализация линейной регрессии общего вида в Mathcad. 

 

3. Методические рекомендации к изучению дисциплины 

и выполнению контрольной работы 

 

Дисциплина «Моделирование химико-технологических процессов» 

базируется на знаниях, полученных как в общеинженерных, технологиче-

ских дисциплинах, так и в дисциплинах математической и компьютерной 

подготовки. Первая группа дисциплин помогает в освоении подходов к со-

ставлению математических описаний процессов, последняя – к решению 

полученных уравнений и систем. 

Содержанию дисциплины в наибольшей степени соответствует 

учебное пособие [7] и ее более поздняя редакция, доступная на сервере ка-

федры и в электронной библиотеке. Пособие является источником теоре-

тического материала, содержит контрольные вопросы и описания практи-

ческих и лабораторных работ. Так, материал, посвященный принципам по-

строения моделей и их классификации, приведен в главе 1 пособия [7], в 

главе 2 рассматриваются типовые математические модели гидродинамиче-

ской структуры потоков и т. д. Практически все вопросы к экзамену, при-

веденные во втором разделе настоящих методических указаний, рассмат-

риваются в упомянутом пособии.  

Практическое же решение математических задач рекомендуется вы-

полнять на основе учебного пособия по реализации численных методов в 

математической среде Mathcad [5]. 

Отметим, что математическая модель – это уравнение или система 

уравнений, связывающих основные величины, характеризующие процесс, 

и построенных на основании представлений о его механизме или функци-

ональной связи величин. Главная цель моделирования – заменить исследо-

вание реального объекта изучением его по адекватному математическому 

описанию. Математические модели используются для прогнозирования ре-

зультатов протекания процессов в системах автоматизированного проек-

тирования (САПР), автоматизированных системах управления технологи-

ческими процессами (АСУТП), а также в автоматизированных системах 

научных исследований (АСНИ). По современным требованиям исследова-

ние каждого процесса должно завершаться разработкой его математиче-

ской модели. 

Различают два подхода к построению математических моделей: фе-

номенологический (физико-химический) и эмпирический.  
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При первом используют четкие представления о механизме процес-

са, уравнения математической модели базируются на законах природы или 

теоретических соотношениях, а коэффициенты имеют физический смысл. 

Эмпирические зависимости не обладают указанными выше свой-

ствами, не учитывают механизма протекающих процессов и служат для 

формального описания факта связи между величинами. Их достоинством 

является относительная простота получения и использования. С научной 

же точки зрения более ценны теоретические модели. 

В самом общем виде математическое описание объекта при реализа-

ции алгоритма моделирования позволяет получить следующую зависи-

мость: 

),,,,,( 


 uxFy  

где F


 – вектор-функция;  – время; y


 – вектор выходных переменных; x


 

– вектор входных переменных; u


 – вектор управляющих переменных; 


 – 

вектор параметров «элементарных» процессов; 


 – вектор конструктив-

ных параметров. 

На основе этого обобщенного уравнения, устанавливающего взаимо-

связь между различными параметрами модели, возможные области приме-

нения математической модели могут быть охарактеризованы следующим 

образом: 

1. Получение статических характеристик, которое проводится при 

использовании стационарных моделей. Наличие стационарной модели 

позволяет вести расчет выходных переменных для заданной совокупности 

входных переменных. При изменении входных переменных выходные пе-

ременные модели также изменяются, что дает возможность получить ста-

тические характеристики модели, и, следовательно, объекта моделирова-

ния. В этом случае рассчитываются выходные переменные при различных 

значениях какой-либо входной или управляющей переменной. 

2. Решение задач проектирования, при котором для заданной сово-

купности входных переменных x


 и желаемой совокупности выходных пе-

ременных y


 определяются конструктивные параметры объекта 


 и зна-

чения управляющих воздействий u


, обеспечивающие наилучшее соответ-

ствие расчетных и заданных значений выходных переменных.  

3. Решение задач управления в статике, при котором для ряда значе-

ний входных переменных требуется найти значения управляющих воздей-

ствий, соответствующие заданным значениям всех или некоторых выход-

ных переменных.  

4. Решение задач управления в динамике, под которым понимают 

определение условий оптимального управления нестационарным режимом 

работы объекта. 
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5. Установление механизмов «элементарных» процессов, относя-

щихся к классу исследовательских задач. В этом случае требуется прове-

сти экспериментальное исследование объекта моделирования. В результа-

те моделирования уточняются параметры «элементарных» процессов. 

Следует иметь в виду, что при рассмотрении феноменологических 

математических моделей учитывают установленные физико-химические 

закономерности протекания процессов, а при моделировании аппаратуры, 

в которой реализуется процесс, – еще и особенности гидродинамической 

структуры вещества в аппарате. 

Рассмотрим в качестве примера построение математической модели 

кинетики химического взаимодействия в случае простой и сложной хими-

ческой реакции. Эта задача лежит в основе построения математического 

описания химических реакторов – темы первой части контрольной работы, 

выполняемой студентами. 

 

3.1. Математическое описание кинетических закономерностей простых ре-

акций 

 

Материальный баланс химических реакций. Рассмотрим реакцию, 

протекающую согласно следующему стехиометрическому уравнению: 

,...       

...

2211

2211

SSnnnn

nn

AAA

AAA











                                     (1) 

где iA  – символы реагентов и продуктов реакции; i  – стехиометрические 

коэффициенты, относящиеся к реагентам  ni ,...,2,1  и продуктам реак-

ции  snnk ,...,2,1  ;  nsn   ,  – число реагентов и продуктов реак-

ции соответственно; s – число веществ, принимающих участие в химиче-

ском превращении. 

Учитывая, что стехиометрическое уравнение выражает количественное 

соотношение между исходными веществами и продуктами химического пре-

вращения, запишем следующие равенства: 

k

k

i

i NN







 ,                                                                                     (2) 

где 
00, kkkiii NNNNNN   – изменение количества i-го реагента 

и k-го продукта в ходе реакции, кмоль; 
00 , ki NN  – количество вещества к 

началу химического превращения.  

Выразив количество вещества в виде произведения соответствую-

щих концентраций на объем, получим 
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,
)()(

k

k

i

i VCVC









  

где V – объем реакционной системы, м3; iC  и kC  – концентрация реагента 

iA  и продукта kA , кмоль/м3. 

При постоянном объеме реакционной системы последнее выражение 

примет вид 

,
k

k

i

i CC









                                                                                         (3) 

где )(  );( 00
kkkiii CCCCCC   – изменение концентрации реа-

гента iA  и продукта kA ; 00, ki CC  начальные концентрации вещества. 

Соотношения (2) и (3) называются уравнениями материального ба-

ланса реакции. Например, для химической реакции 321 AAA2 
k

 

уравнение материального баланса при constV , согласно выражению 

(3), имеет вид 

.
112

0
33

0
22

0
11 CCCCCC 










 

Следует обратить внимание на то, что в уравнениях материального 

баланса стехиометрические коэффициенты, соответствующие реагентам, 

записываются со знаком «–», а соответствующие продуктам со знаком «+» 

(разности концентраций в числителе для исходных веществ будут отрица-

тельными). 

Скорость химической реакции. Скорость реакции iw  в гомогенной си-

стеме – это изменение количества i-го вещества  iNd  за счет реакции, от-

несенное к единице объема V и единице времени d  

d

dN

V
w i

i 
1

.                                                                                       (4) 

Если constV , то, заменяя количество вещества на его концентра-

цию ,/VNC ii   получаем уравнение 

d

dC
w i

i  .                                                                                             (5) 

Величины iw  для различных веществ, участвующих в реакции, про-

порциональны соответствующим стехиометрическим коэффициентам и 

имеют знак «–» для исходных реагентов, «+» для продуктов 

( 0  ,0  ki ww ). 
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Скорость реакции можно определить без ссылки на вещество, по ко-

торому она измерена, с помощью соотношения 

k

k

i

i ww
r


 .                                                                                    (6) 

Для описания состояния смеси веществ, в которой протекает един-

ственная реакция, достаточно знать скорость образования только одного 

вещества jA . 

Скорость образования любого из остальных веществ выразится через 

скорость образования j-го вещества простым соотношением 

,




 d

dC

d

dC j

j

ii       sji ,...,2,1,  .                                                    (7) 

Здесь стехиометрические коэффициенты берутся со знаком «–» для 

исходных веществ, со знаком «+» для продуктов. 

Закон действующих масс отражает влияние концентрации реагентов 

на скорость гомогенной химической реакции в соответствии с тем меха-

низмом процесса, что задан стехиометрическим уравнением (1) 

,...21

21
n

nCCkCr


                                                                   (8) 

где k – константа скорости реакции, n – число реагентов. 

 

! 
Скорость реакции пропорциональна произведению концентраций ис-

ходных веществ, взятых в степенях, равных стехиометрическим ко-

эффициентам. Коэффициент пропорциональности – константа ско-

рости реакции. 

 

Используя соотношение (6), можно выразить скорость реакции по 

отдельным компонентам: 

n

n

nkkk

niii

CCCkrw

CCCkrw













...

...

21

21

21

21
.                                   (9) 

Уравнение Аррениуса. Закон Аррениуса выражает зависимость кон-

станты скорости реакции от температуры 

))/(exp(0 RTEkk  , 

где k0 – предэкспоненциальный множитель, характеризующий вероятность 

взаимодействия молекул веществ, энергия которых достаточна для осу-

ществления реакции; Е – энергия активации реакции, кДж/кмоль, равная 

той минимальной энергии, которой должны обладать молекулы для того, 

чтобы превращение стало возможно; Т – температура, К; R – универсаль-

ная газовая постоянная, R = 8,3143 кДж/(кмоль·К). 
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Уравнение Аррениуса хорошо соответствует экспериментальным 

данным в широких интервалах изменения температур. 

Пример. Рассмотрим реакцию 321 AAA2 
k

, протекающую в 

изотермических условиях. Математическое описание кинетики этой реак-

ции при constV   с учетом соотношений (3), (6), (8) можно представить в 

виде  

.5,05,0

,5,05,0

,2

1
0
1

0
33

1
0
1

0
22

2
2
1

1

CCCC

CCCC

CkC
d

dC








                                                              (10) 

Начальные условия: .  ,  , 0
303

0
202

0
101 CCCCCC     

 

3.2. Математическое описание кинетических закономерностей  

       сложных реакций 

 

Скорость сложных реакций. Для сложных химических реакций вы-

ражение скорости по всем компонентам реакции определяется в результате 

решения матричного уравнения 

  rW                                                                                            (11) 

где W  – вектор-столбец выражений скорости реакции для всех компонен-

тов, участвующих в реакции, с элементами siWi ,...,2,1  ,   (s – число 

компонентов); r  – вектор-столбец скоростей элементарных стадий слож-

ной химической реакции с элементами Rjrj ,...,2,1  ,   (R – число ста-

дий);    – матрица стехиометрических коэффициентов, элемент которой 

ij  равен стехиометрическому коэффициенту i-го компонента в j стадии 

(со знаком «–», если компонент расходуется, со знаком «+», если компо-

нент образуется). 

Например, для сложной химической реакции 

442332222

331221111

AAA

AAA

2

1





k

k




,                                                             (12) 

скорости образования реагентов определяются в результате умножения 

матрицы    на вектор скоростей элементарных стадий 
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3222

32222111

32222111

2111

3222

2111

32242

3223221131

3222221121

21111

322

211

42

32

22

31

21

11 0

0 































CCk

CCkCCk

CCkCCk

CCk

CCk

CCk














. 

Таким образом, последняя матрица содержит выражения для скоро-
стей образования (расходования) каждого компонента, т. е. математиче-

ское описание кинетики сложной реакции в форме системы дифференци-
альных уравнений имеет вид:  

























3222

32222111

32222111

2111

32242
4

3223221131
3

3222221121
2

21111
1





















CCk
d

dC

CCkCCk
d

dC

CCkCCk
d

dC

CCk
d

dC

 

 

Правило записи кинетических уравнений можно сформулировать и 

следующим образом: 

! скорость реакции по конкретному компоненту, участвующему в 

сложной реакции, определяется как алгебраическая сумма скоро-

стей по всем стадиям, в которых участвует компонент. 
 
Пример. Рассмотрим гипотетическую схему сложного химического 

взаимодействия 

543

321

A2AA

AAA2

3

4

21

k

k

kk





 

В приведенной схеме реакций 4 стадии, скорости которых по закону 
действующих масс вычисляются как 

.    ;    ;    ; 2
5444333222

2
111 CkrCCkrCkrCkr   

Составим систему уравнений, описывающих кинетику взаимодей-
ствия: 

2
111

1 22 Ckr
d

dC



 

– первый компонент участвует только 
в первой стадии: расходуется 2 молеку-
лы на одно взаимодействие, скорость 
которого равна r1; 
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22
2
1121

2 CkCkrr
d

dC



 

– второй компонент образуется в пер-
вой стадии и расходуется во второй по 
1 молекуле на одно взаимодействие, 
скорости которых равны соответ-
ственно r1 и r2; 

2
5443322

3 CkCCkCk
d

dC



 

– третий компонент образуется во 
второй и четвертой стадиях и расхо-
дуется в третьей; 

2
54433

4 CkCCk
d

dC



 

– четвертый компонент расходуется в 
третьей стадии и образуется в чет-
вертой; 

2
54433

5 22 CkCCk
d

dC



 

– пятый компонент образуется в тре-
тьей стадии и расходуется в четвер-
той по 2 молекулы на одно взаимодей-
ствие. 

Вариант оформления решения в среде Mathcad с использованием 

встроенной процедуры, реализующей метод Рунге-Кутта, приведен на ли-

стинге 1.  

 

3.3. Модели структуры потоков 

 

На эффективность протекания тепловых, массообменных, химиче-

ских процессов большое влияние оказывает структура потока в аппаратах 

[7]. Скорости потока неодинаковы по сечению аппарата, причем распреде-

ление скоростей изменяется от сечения к сечению по длине (высоте) аппа-

рата. Частицы потока движутся по криволинейным, часто довольно слож-

ным траекториям, иногда в направлении, противоположном основному 

направлению потока. Это приводит к тому, что время пребывания некото-

рых частиц в аппарате меньше среднего cp , другие же задерживаются там 

дольше. В аппарате могут образовываться застойные зоны, в которых вре-

мя пребывания частиц оказывается весьма значительным. 

Поле скоростей определяет поля температур и концентраций, от ко-

торых зависит скорость тепловых и массообменных процессов. Время пре-

бывания частиц потока, наиболее быстро проходящих аппарат, может быть 

недостаточно для достижения требуемой полноты протекания процесса. 

Тогда как для частиц, попавших в застойные зоны, время пребывания 

слишком велико, и эти части аппарата используются неэффективно, а ино-

гда в них могут возникать нежелательные процессы (например, побочные 

реакции). 

Игнорирование действительных полей скоростей, температур и кон-

центраций и использование необоснованных допущений в структуре потока 

обычно приводит к существенным ошибкам при расчете производственных 

аппаратов.  
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Листинг 1. 
 

 

 



18 

Однако следует отметить, что вследствие сложности реальной гидро-

динамической обстановки необходимо применение упрощенных представле-

ний о структуре потоков. Такие представления, выраженные в математиче-

ской форме (уравнение с соответствующими коэффициентами), являются ма-

тематическими моделями гидродинамики аппаратов. Выбор уравнений и 

оценка коэффициентов модели по экспериментальным данным и является 

одной из задач моделирования. 

Удобно получить информацию о поле скоростей путем изучения 

распределения отдельных частиц жидкости по времени их пребывания в 

аппарате, т. е. выявить, какая доля потока находится в аппарате то или 

иное время. 
Распределение времени пребывания частиц потока в аппарате опреде-

ляют экспериментальным путем. Для этой цели на входе в аппарат вносят 

возмущение и фиксируют вызванные им последствия на выходе из аппара-
та. Возмущающим воздействием может быть введение в аппарат вместе с 
поступающим потоком какого-либо трассера, не реагирующего со средой 
(например, изотопы, соли и т. д.). Сигналы, являющиеся возмущениями, мо-
гут иметь различную форму: случайную, циклическую, ступенчатую или 
импульсную. Наибольшее распространение получили импульсная и ступен-
чатая формы возмущения. 

Функции отклика на сигнал, записанные в безразмерных переменных 

(концентрация С и время ), являются функциями распределения времени 

пребывания потока в объеме, ограниченном сечениями ввода трассера 1 
(рис. 3.1) и замера отклика системы 2 (3 – регистрирующий прибор). 

 
 

Рис. 3.1 

 
Предположим, что в поток жидкости, поступающей в аппарат и не со-

держащей трассера, вносится некоторое его количество таким образом, что 
концентрация трассера во входящем потоке изменяется скачком от 0 до не-
которого значения С0 и в дальнейшем поддерживается на этом уровне. То-
гда зависимость изменения этой концентрации во времени в потоке, выхо-
дящем из аппарата, при условии, что время выражено в безразмерной фор-
ме, называется F-кривой (рис. 3.2). 

Функцию, описывающую изменение концентрации в потоке при им-

пульсном вводе трассера, называют С-кривой (рис. 3.3). 
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Рис. 3.2 

 
 

Рис. 3.3 
 

Из материального баланса по трассеру следует, что обе функции 

подчиняются зависимостям 






0 00

,1 d
c

c
Cd      ,)(

0




 CdF  

где cmVQc /0   – средняя концентрация трассера; Q – количество введен-

ного трассера; cmV  – объем аппарата; пр   – безразмерное время;  – 

объемная скорость потока; vVcmпр   – среднее время пребывания пото-

ка;  – время, с; С – концентрация трассера, моль/м3; 0/ ccC   – безразмер-

ная концентрация трассера, изменение которой во времени описывает С-

кривая. 

F и C-кривые имеют определенный вероятностный смысл. Так,  C  

– дифференциальная функция распределения времени пребывания; Cd  – 

заштрихованная площадка (рис. 3.4) – доля потока, частицы которого про-

были в аппарате время от  до +d, показывающая вероятность того, что 

время пребывания частиц потока в аппарате находится в интервале 

  d, . 

 
 

Рис. 3.4 
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 F  – вероятность того, что частицы потока находятся в аппарате в тече-

ние времени  или менее,   




0

CdF  – доля потока, частицы которого 

пробыли в аппарате время, не превышающее  (заштрихованная парал-

лельными линиями площадь). 

Таким образом, F – кривая является интегральной функцией распре-

деления времени пребывания элементов потока в аппарате 

 
 





d

dF
C  . 

Так как обе кривые отклика поддаются пересчету одна в другую по 

приведенным формулам, то для характеристики структуры потока доста-

точно иметь какой-либо один тип кривой. 

Для расчета аппаратов с учетом структуры потока достаточно знать 

модель структуры потока и численные значения параметров модели. 

Рассмотрим простейшие типовые модели структуры потоков. 

 

Однопараметрическая диффузионная модель. Диффузионная мо-

дель (рис. 3.5) основывается на допущении о том, что перемещение от-

дельных элементов потока происходит как за счет основного движения, 

так и за счет диффузионного движения в обратном направлении, вызван-

ного наличием в основном потоке крупномасштабных пульсаций. 

 

 
Рис. 3.5 

 

При составлении математического описания диффузионной модели 

принимают следующие допущения: изменение концентрации вещества в 

каждом сечении является функцией координат, концентрация вещества в 

каждом сечении постоянна; объемная скорость потока и коэффициент про-

дольного перемешивания LD  не изменяются по длине и сечению потока. 

Вывод уравнения модели приведен в учебном пособии [7]. Дифференци-

альное уравнение однопараметрической диффузионной модели 

z

c
W

z

c
D

c
L














2

2

.                                                                            (13) 

Следует отметить, что при отсутствии продольного перемешивания 

 0LD  уравнение диффузионной модели превращается в уравнение мо-

дели идеального вытеснения 
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z

c
W

c








 .                                                                                          (14) 

На рис. 3.6 приведена схема модели идеального вытеснения (МИВ). 

В соответствии с моделью идеального вытеснения принимается поршневое 

течение вдоль потока при равномерном распределении концентрации ве-

щества в направлении, перпендикулярном движению. 

 
 

Рис. 3.6 

 

Другой крайний случай характеризуется возрастанием коэффициента 

турбулентной диффузии до очень больших значений LD . Тогда диффу-

зионный поток выравнивает концентрации по всему объему аппарата, приво-

дя к модели полного перемешивания. 

На рис. 3.7 приведена схема модели полного (идеального) перемеши-

вания (смешения). Согласно этой модели 

принимается, что поступающий в аппарат 

поток мгновенно распределяется по всему 

объему полного (идеального) перемеши-

вания. 

При этом концентрация распреде-

ленного вещества во всех точках аппарата 

и в потоке на выходе из него одинакова. 

Дифференциальное уравнение моде-

ли идеального перемешивания имеет вид 

 CC
c

пр

 0
1




                          (15) 

где пр  – среднее время пребывания частиц среды. 

На рис. 3.8 приведены кривые отклика для диффузионной модели на 

импульсное и ступенчатое возмущения. 

 
Рис. 3.8 

 
 

Рис. 3.7 
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Ячеечная модель. Модели идеального вытеснения и перемешивания 

часто неадекватны реальному процессу. Диффузионная модель сложна, и 

поэтому для трубчатых и колонных аппаратов реальный поток удобно 

представить в виде ячеечной модели (рис. 3.9). 

 
 

Рис. 3.9 

 

В основе ячеечной модели лежат следующие допущения: в каждой 

ячейке поток имеет структуру идеального перемешивания; между ячейка-

ми перемешивание отсутствует; объемная скорость   не изменяется по 

длине и сечению аппарата; объемы каждой ячейки одинаковы и равны V1. 

Сумма всех объемов ячеек равна объему V, для которого справедлива яче-

ечная модель  

1nVV  , 

где n – число ячеек. Среднее время пребывания частиц в каждой ячейке 

n

V cp


  1

1 . Среднее время пребывания частиц в системе 



V

cp  . 

Для любой i-й ячейки справедливо уравнение модели идеального пе-

ремешивания  

 ii
i CC

d

dC
 1

1

1


.  

Если учесть 
n

cp
 1 , то можно записать предыдущее равенство в сле-

дующем виде:  ii
cp

i CC
n

d

dC
 1


. 

Система уравнений ячеечной модели представляет собой математиче-

ское описание изменения концентрации в каждой из ячеек: 
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 

 

 ,

.  .  .              

,

,

1

21
2

10
1

nn
cp

n

cp

cp

CC
n

d

dC

CC
n

d

dC

CC
n

d

dC














                                                                          (16) 

где n – параметр модели. Если n , то ячеечная модель переходит в мо-

дель идеального вытеснения. Если n = 1, то ячеечная модель переходит в 

модель идеального перемешивания. При n > 10 ячеечная модель с доста-

точной точностью воспроизводит модель идеального вытеснения. 

Ячеечная модель воспроизводит свойства потоков в каскаде реакто-

ров, абсорбционных и экстракционных колоннах и в аппаратах с псевдо-

ожиженным слоем. 

 

3.4. Зависимость математического описания аппаратов  

       от выбранной гидродинамической модели структуры потоков 

 

В пособии [7] подробно рассматривается построение математическо-

го описания теплообменных аппаратов с учетом выбранной гидродинами-

ческой модели структуры потоков. Так, применение модели идеального 

вытеснения, когда предполагается непрерывное изменение параметров по-

тока по длине аппарата, можно построить в виде системы дифференциаль-

ных уравнений. В модели идеального смешения и в каждой ячейке ячееч-

ной модели предполагается полное мгновенное перемешивание среды, по-

этому принимают, что во всех точках объема параметры потока одинако-

вы, а в установившемся режиме еще и постоянны во времени. Именно по-

этому для этих моделей математическое описание будет иметь форму си-

стемы линейных алгебраических уравнений. 

Для систем уравнений каждого типа рекомендуются свои методы 

решения. Напомним, что методы и многочисленные примеры их использо-

вания рассмотрены в учебнике [5], размещенном на сайте 

http://eco.sutd.ru/mathcad. 

Математическое описание химических реакторов, расчеты по моде-

лям разного типа и сравнение эффективности реакторов предлагается в ка-

честве первого задания в контрольной работе. Рассмотрим далее подход к 

моделированию химических реакторов с учетом гидродинамической 

структуры потоков вещества в аппаратах разного типа. Обратите внима-

ние, что с силу предпосылок, рассмотренных выше для теплообменных 

аппаратов, математическое описание реактора идеального вытеснения 

(трубчатого реактора) будет иметь форму системы дифференциальных 

http://eco.sutd.ru/mathcad
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уравнений, а для моделей, предполагающих интенсивное перемешивание, 

– системы нелинейных алгебраических уравнений. 

 

3.5. Моделирование химических реакторов 

 

Реактор идеального вытеснения (РИВ). Модель полного вытесне-

ния – идеализированная модель движения жидкости в трубчатом аппарате 

при значительном отношении длины трубы к диаметру. Для этой модели 

характерно поршневое движение жидкости. Считается, что перемешивание 

потока вдоль оси движения отсутствует, а в перпендикулярном направле-

нии обеспечивается полное перемешивание (равномерное распределение 

по сечению, параметры потока непрерывно изменяются только вдоль оси 

потока). Время пребывания всех частиц в аппарате одинаково и равно от-

ношению объема реактора к объемному расходу жидкости. Практически к 

режиму полного вытеснения можно приблизиться в реакторе с малым диа-

метром и большой длиной при относительно высоких скоростях движения 

реагирующих веществ. Реакторы вытеснения находят широкое примене-

ние для проведения как гомогенных, так и гетерогенных процессов. 

Вывод уравнения модели РИВ можно провести по-разному. В посо-

бии [7] составлен математический баланс элементарного участка реактора 

объемом dV  и на основании материального баланса выделенного участка 

получено уравнение  

A
A w

d

dC



,                                                                                            (17) 

где Aw  – скорость реакции по компоненту А. 

Рассмотрим уравнение модели идеального вытеснения (14) 

z

c
W

c









. В химическом реакторе изменение концентрации в сечении во 

времени будет происходить не только за счет перемещения вдоль оси по-

тока, но и за счет реакции: 

Aw
z

c
W

c










. 

В установившемся режиме параметры не изменяются во времени, 

т. е. производная слева от знака равенства равна нулю. Тогда уравнение 

принимает вид 

Aw
dz

dc
W  . 

Поскольку линейная скорость потока – это производная от линейной 

координаты по времени 
d

dz
, имеем 
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Aw
dz

dc

d

dz



   или после сокращения  Aw

d

dc



. 

Таким образом, математическое описание РИВ по форме соответ-

ствует кинетическим уравнениям (см. пп. 3.1 и 3.2), но аргумент  пропор-

ционален линейной координате и изменяется от 0 до среднего времени 

пребывания вещества в аппарате cp  (например, временная координата 

2

cp
  соответствует середине аппарата). 

В качестве примера расчета РИВ в случае сложной химической ре-

акции можно рассмотреть математическое описание, приведенное в п. 3.2, 

а решение системы уравнений – в листинге 1. 

Реактор идеального смешения (РИС). Модель полного смешения – 

идеализированная модель движения жидкости в проточном реакторе с ме-

шалкой. На рис. 3.10 схематично изображен непрерывно действующий 

изотермический реактор с мешалкой. В реакторе происходит полное пере-

мешивание частиц потока. Концентрация реагентов мгновенно выравнива-

ется во всех точках объема и принимает значение конечной концентрации 

AC  (рис. 3.11). Материальный баланс для реактора полного смешения име-

ет следующий вид: 

 

 
                             Рис. 3.10                                  Рис. 3.11 

 

,0
AAA CVwC   

где V – объем реактора, м3;   – объемная скорость реакционной смеси, 

м3/с; Aw  – скорость реакции; AA CC ,0  – начальная и конечная концентрации 

реагента А. 

Разделив обе части равенства на   и обозначив через   


 V  вре-

мя пребывания в аппарате, получим 

AAA CwC 0        или        AAA wCC  0                           (18) 

Последнее соотношение является основным расчетным для изотер-

мического реактора полного смешения. В случае, когда в реакторе идеаль-

ного смешения протекает сложная реакция, математическое описание ре-

актора представляет собой систему уравнений: 



26 

iii wCC  0      .,...,1 si   

 

! 
Поскольку за счет полного мгновенного перемешивания среды в РИС 

концентрации компонентов во всех точках объема одинаковы, а в 

установившемся режиме неизменны, скорости реакций по закону 

действующих масс следует рассчитывать через конечные концен-

трации компонентов! 

 

Таким образом, в общем случае математическое описание реактора 

идеального вытеснения представляет собой систему нелинейных алгебраи-

ческих уравнений. Пример составления и решения системы для случая 

сложной химической реакции приведен в приложении А. 

Моделирование реакторов по ячеечной модели, когда аппарат 

условно разбивается на n ячеек одинакового объема, в каждой из которых 

предполагается полное мгновенное перемешивание среды, эквивалентно 

расчету каскада реакторов идеального смешения. В приложении А в за-

ключительной части листинга приводится пример решения такой задачи: n 

раз решается система уравнений, написанная для РИС с новыми значения-

ми входных потоков для каждой ячейки.  

В рассмотренном примере время пребывания вещества во всех реак-

торах принято одинаковым, поэтому результаты расчета позволяют срав-

нить реакторы разного типа по эффективности (степени превращения ве-

щества).  

 

4. Индивидуальные задания  

 

Составьте математическое описание химических реакторов на осно-

ве гидродинамических моделей идеального вытеснения, идеального сме-

шения, ячеечной.  

Далее приведены 25 вариантов индивидуальных заданий по модели-

рованию химических реакторов разного типа в виде схемы реакции и ис-

ходных данных (схемы реакций и константы скоростей заданы условно). 

Номер варианта выбирается по номеру зачетной книжки (студенческого 

билета) как остаток от деления последних двух цифр номера на 25. Если 

остаток равен нулю, то выполняется 25 вариант. Например, если последние 

две цифры номера зачетной книжки составляют число 48, то 48:25=1 и 23 в 

остатке – выполняется вариант 23. 
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5. Указания по оформлению контрольной работы  

 

Оформление контрольной работы производят в печатном виде в со-

ответствии с требованиями ГОСТ 7.32–2017, ГОСТ 7.0.100–2018. Страни-

цы отчета и включенные в нее иллюстрации и таблицы должны соответ-

ствовать формату А4.  

Основные требования к оформлению включают: 

- цвет шрифта черный, тип шрифта - Times New Roman; 

- высота букв, цифр и других знаков не менее 1,8 (кегль 14);  

- выравнивание текста по ширине c абзацным отступом в 1,25 

см;  

- межстрочный интервал печати – полуторный;  

- указание номера варианта с повторением текста задания; 

- наличие списка использованных источников (не менее 3-х ис-

точников), оформленного в соответствии с требованиями. 

Необходимо соблюдать следующие размеры полей: правое – 10 мм, 

левое – 30 мм, верхнее и нижнее – 20 мм. 

Оформленные решения задания контрольной работы следует разме-

щать в информационно-образовательной среде заочного обучения в уста-

новленные сроки. В случае несвоевременной сдачи контрольной работы с 

разрешения директората и группы заочного обучения она представляется 
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на кафедру преподавателю в печатном виде в папке-скоросшивателе или 

другой прочно скрепляющей вложенные листы папке.  

На титульном листе работы должны быть приведены следующие 

данные:  

- наименование университета, кафедры и направления подготов-

ки; 

- фамилия, имя и отчество студента, личная подпись студента; 

- номер студенческого билета, номер учебной группы; 

- фамилия, имя и отчество преподавателя; 

- название учебной дисциплины; 

- год. 
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