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Справочный материал 
Задания данного типового расчета делятся на три типа: 

нахождение неопределенных интегралов, вычисление 
определенных интегралов и применение интегралов к решению 
геометрических задач. 

Перечислим основные методы нахождения неопределенного 
интеграла. 

Метод 1. Непосредственное интегрирование. В этом 
случае необходимо с помощью элементарных преобразований 
привести интеграл к табличному виду. Ниже приводятся 
первообразные для основных элементарных функций. При 
решении задач мы будем ссылаться на эту таблицу, указывая 
соответствующий номер формулы. 

 
                                                                             Таблица 1. 

C
n
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Cxxdx +−=∫ coslntg  (15) 



 4

Cxxdx +=∫ sinlnctg  (16) 

∫ += Cxxdx chsh  (17) 

∫ += Cxxdx shch  (18) 

∫ += Cxdx
x

th
ch

1
2  

(19) 

Cx
x

dx
+−=∫ cth

sh2  (20) 

 
Метод 2. Замена переменной или интегрирование 

подстановкой. Методы, использующие замену переменной 
можно разделить на две группы: 

1. Подведение под знак дифференциала.  
2. Интегрирование посредством замены переменной. 
Подведение под знак дифференциала используется, если 

подинтегральная функция представима в виде 

∫ ∫ ′⋅= dxxuxufdxxf )())(()( . 

Используя определение дифференциала ( )xdudxxu =′ )( , 
исходный интеграл перепишется в виде  

∫∫ ∫ =′⋅= duufdxxuxufdxxf )()())(()( , 

где интеграл ∫ duuf )(  является табличным интегралом. 

 Например, ∫∫ ∫ == duufdxxfxdxxf )(
2
1

2
1)()( 222 . Здесь 

использована формула )(
2
1 2xdxdx = . 
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Приведем преобразования дифференциалов, используемых 
наиболее часто: 

                                                  Таблица 2. 
)( bxddx += , где constb =  (21) 

)(1 baxd
a

dx += , где 0≠a  
(22) 

)(
2
1 2xdxdx =  

(23) 

)(cossin xdxdx −=  (24) 

)(sincos xdxdx =  (25) 

)(ln1 xddx
x

=  
(26) 

)( xx eddxe =  (27) 

 
Интегрирование посредством замены переменной. Для 
нахождения интеграла можно заменить переменную х  новой 
переменной t , связанной с х  подходящей формулой ( )tx ϕ= . 

Определив для этой формулы ( )dttdx ϕ′=  и подставляя в 
интеграл, получим  

( ) ( )( ) ( ) ( )dttFdxttfdxxf ∫∫∫ =ϕ′ϕ= . 

Если полученный интеграл с новой переменной будет найден, то 
преобразовав результат к переменной х , получим искомое 
выражение заданного интеграла.  

Иногда замену переменной удобнее сделать в виде ( )xt ϕ= . 

Определив для этой формулы ( )dxxdt ϕ′= , получим 

( )xdtdx ϕ′= / . Подставив ( )xt ϕ=  и ( )xdtdx ϕ′= /  в исходный 
интеграл, получим интеграл от новой переменной. 
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Метод 3. Интегрирование по частям. Формула интегрирования 
по частям  имеет вид: 

∫ ∫−⋅= duvvuudv . 

Этот метод используется чаще всего для интегралов 
специального вида dxxfхРп∫ ⋅ )()( , где )(xPn   многочлен 

степени n , а )(xf  такая функция, что интеграл ( )∫ dxxf  

является табличным или легко сводится к такому. В таблице 3 
приведены основные типы интегралов, для которых используется 
этот метод. 

                                                                   Таблица 3. 
( )xf  u  dv  

xαsin  )(xPn  dxxαsin  

xαcos  )(xPn  dxxαcos
xeα  )(xPn  dxe xα  
xaα  )(xPn  dxa xα  

xkln , где 
1−≠п  

xkln  dxxPn )(  

xk αarcsin  xk αarcsin  dxxPn )(  

xk αarccos  xk αarccos  dxxPn )(  

xk αarctg  xk αarctg  dxxPn )(  

xarcctgkα  xarcctgkα  dxxPn )(  

 
Задача 1.1 

Вычислить интеграл ∫ + 77 2x
dx

. 
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Справочный материал 
Для нахождения интегралов данного типа  необходимо с 

помощью элементарных преобразований привести интеграл к 
табличному виду.  

Решение задачи 1.1 

( )∫ ∫ +
=

+ 1777 22 x
dx

x
dx

. 

По свойству интеграла (см. компендиум по этой теме), 
постоянный множитель можно вынести за знак интеграла. 
Полученный интеграл является табличным и его можно 
вычислить по формуле (10). 

( ) ( ) Carctgx
x
dx

x
dx

+=
+

=
+ ∫∫ 7

1
17

1
17 22 . 

 

 

Задача 1.2 

Вычислить интеграл ( ) dxx∫ +7 32 . 

Решение задачи 1.2 
Используя свойство дифференциала (см. компендиум по этой 

теме), имеем )2( += xddx . Тогда исходный интеграл можно 
записать в виде 

( ) ( ) ( ) duuduuxdxdxx ∫∫∫∫ ==++=+ 7
3

7 37 37 3 222 . 
Полученный интеграл является табличным, см. формулу (1). 

( ) CxCuCuduu ++=+=+=
+

+

∫ 7
10

7
10

1
7
3

1
7
3

7
3

2
10
7

10
7

. 
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Задача 2 

Вычислить интеграл ∫ 7 sin
cos

x
dxx

. 

Справочный материал  
Для нахождения интегралов данного типа  используется 

метод подведения под знак дифференциала. Все необходимые 
формулы приведены в таблице 2.  

 

Решение задачи 2 

Используя свойство дифференциала )(sincos xdxdx = , 
исходный интеграл можно записать в виде 

∫∫ =
77 sin

sin
sin

cos
x
xd

x
dxx

. 

Введем обозначение ux =sin , тогда интеграл запишется в 

виде duu
u
du

∫∫
−

= 7
1

7
. Полученный интеграл является табличным 

интегралом, его можно вычислить по формуле (1). 

CxCuCuduu +=+=+=
+−

+−
−

∫ 7
6

7
6

1
7
1

1
7
1

7
1

sin
6
7

6
7

. 

Задача 3 

Вычислить интеграл ∫
−

dx
x

x
8

3

4
. 

Справочный материал для задач 3, 4, 5 
Задачи этого типа похожи на задачу 2, рассмотренную в 

предыдущем пункте, но они более сложные. Для нахождения 
интегралов здесь также используется метод подведения под знак 
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дифференциала. Иногда требуется предварительно произвести 
некоторые алгебраические преобразования исходного интеграла.  

Решение задачи 3 

По свойству дифференциала 43

4
1 dxdxx = , тогда исходный 

интеграл можно записать в виде 

( ) ∫∫∫
−

=
−

=
− 224

4

8

3

44
1

44
1

4 u
du

x

dxdx
x

x
. 

Полученный интеграл является табличным интегралом, его 
можно вычислить по формуле (11). 

CxCu
u

du
+=+=

−
∫ 2

arcsin
4
1

2
arcsin

4
1

44
1 4

2
. 

Задача 4 

Вычислить интеграл ∫ xx
dx

3ln
. 

Решение задачи 4 

 Используя свойство дифференциала )(ln1 xddx
x

= , 

исходный интеграл можно записать в виде 
( )

∫∫∫ == 333 ln
ln

ln u
du

x
xd

xx
dx

. 

Полученный интеграл является табличным интегралом, формула 
(1). 

C
x

Cuduu
u
du

+−=+
−

== ∫∫
−

−
2

2
3

3 ln2
1

2
. 
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Задача 5.1 

Вычислить интеграл dx
x
x

∫
+
−

3
9

. 

Решение задачи 5.1 
Выполним предварительно алгебраические преобразования 
подынтегральной функции 

( )( ) ( )dxxdx
x

xxdx
x
x

∫∫∫ −=
+

−+
=

+
− 3

3
33

3
9

.  

Используя свойства интеграла его можно записать в виде 

∫∫ − dxdxx 3 . 
Каждый из полученных интегралов является табличным. 

Cxxdxxdxxdxdxx +−=−=− ∫∫∫∫ 3
3
233 2

3
02

1

. 

Задача 5.2 

Вычислить интеграл ∫
+ х
dx

1
. 

Справочный материал 
Для решения задач такого типа требуется замена переменной.  

Решение задачи 5.2 
Для вычисления интеграла используем метод – интегрирование 
посредством замены переменной. Положим 2tx = , тогда 

tdtdx 2= . Подставим в интеграл 

( )

( ) .1ln2
1

22

1
112

1
2

1

Cttdt
t

dt
t

t
t
tdt

х
dx

++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

=
+
−+

=
+

=
+

∫

∫ ∫∫
 

Возвращаясь к исходной переменной, получим 
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CххCtt ++−=++− 1ln221ln2 . 

Задача 6 

Вычислить интеграл ∫ dx
x
xln

. 

Справочный материал для примеров 6-7 
Для нахождения интегралов данного типа используется метод 

интегрирования «по частям». Напомним, что формула 
интегрирования по частям имеет вид: ∫ ∫−⋅= duvvuudv . 
Основные приемы, связанные с интегрированием «по частям» 
приведены в таблице 3. 

Решение задачи 6 

Данный интеграл имеет вид dxxх kп∫ ⋅ ln , где 1−≠п . Такие 

интегралы берутся «по частям». За функцию )(xu  принимается 

xkln  и применяется k  раз формула интегрирования по частям. 
В нашем случае 1=k , поэтому формулу интегрирования «по 
частям» здесь достаточно использовать только один раз. 

∫
∫

=
===

==
=

x
x
dxv

x
dxdv

dx
x

duxu
dx

x
x

2

1lnln

Cxxxdx
x

xxdx
x

xxx +−=−=−= ∫∫ 4ln212ln212ln2 . 

 

Задача 7 

Вычислить интеграл ∫ ⋅ dxxx 22 arctg . 
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Решение задачи 7 

Данный интеграл относится к виду dxxarctgх kп∫ ⋅ . Такие 

интегралы берутся «по частям». За функцию )(xu  принимается 

xarctg k  и применяется k  раз формула интегрирования по 

частям. В нашем случае 2=k , формулу интегрирования «по 
частям» здесь достаточно использовать два раза. 

∫
∫

=
===

+
==

=⋅

2

1
2

2
2

2

2
xxdxvxdxdv

dx
x

arctgxduxarctgu
xdxarctgx  

arctgxdx
x
xxxarctgdx

x
arctgxxxxarctg ∫∫ +

−⋅=
+

−⋅= 2

22
2

2

22
2

121
2

22
. 

Применим ко второму интегралу еще раз формулу 
интегрирования по частям. 

∫
∫

+
=

+
=

+
==

=
+ dx

x
xvdx

x
xdv

dx
x

duarctgxu
arctgxdx

x
x

2

2

2

2

2

2

2

11

1
1

1
. 

Вычислим интеграл ∫ +
dx

x
x

2

2

1
 отдельно, сделав предварительно 

некоторые алгебраические преобразования. Сначала добавим и 
вычтем 1 в числителе, а затем разобьем исходный интеграл на 
два табличных интеграла. 

=
+

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
−+

=
+ ∫∫∫∫∫ dx

x
dxdx

x
dx

x
xdx

x
x

222

2

2

2

1
1

1
11

1
11

1
arctgxx −= . 

Отсюда 
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( ) ( )

( ) .
11

1
1

1

1
1

1

22

2

2

2

2

2

2

dx
x

arctgxdx
x
xarctgxxarctgx

dx
x

arctgxxarctgxxarctgx

arctgxxvdx
x
xdv

dx
x

duarctgxu
arctgxdx

x
x

∫∫

∫

∫

+
+

+
−−⋅=

=
+

−−−⋅=

=
−=

+
=

+
==

=
+

 

Применив метод подведения под знак дифференциала 
последние два интеграла, можно вычислить 

( ) ( )

.
2

1ln
2
1

1
1

2
1

11
2

2

2

2

22

Cxarctgx

arctgxdarctgx
x
xddx

x
arctgxdx

x
x

+++−=

=⋅+
+
+

−=
+

+
+

− ∫∫∫∫
 

Окончательный ответ  

∫ ∫ =
+

−⋅=⋅ arctgxdx
x
xxxarctgxdxarctgx 2

22
22

12
 

( ) =+−++−⋅−⋅= Сxarctgxarctgxxarctgxxxarctg
2

1ln
2
1

2

2
2

2
2  

Cxarctgxxarctgxxxarctg ++++⋅−⋅=
2

1ln
2
1

2

2
2

2
2 . 

Задача 8 

Вычислить интеграл ( ) dx
xx
xxx

∫ ⋅−
−−+

4
82295

2

23

. 

Справочный материал 

В данном интеграле подынтегральная функция является 
дробно-рациональной функцией, то есть представляет собой 
рациональную дробь вида 
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m
mm

n
nn

m

n

AxAxA
BxBxB

xQ
xP

+++
+++

= −

−

K

K
1

10

1
10

)(
)(

. 

Метод интегрирования рациональных дробей сводится к 
разложению подынтегральной функции на сумму элементарных 
дробей, интегралы от которых являются табличными 
интегралами. 

Если знаменатель дроби можно разложить на множители 
mk

m qxpxqxpxbxaxxQ )()()()()( 22
2

11
2 ++⋅⋅++−−= KKK

где )( 11
2 qxpx ++  и )( 22

2 qxpx ++  не имеют вещественных 

корней, то правильная дробь 
)(
)(
xQ
xP

m

n , где nт < , может быть 

представлена в виде суммы элементарных дробей: 

++
−

++
−

+
−

++
−

= KKK k
k

m

n

bx
B

bx
B

bx
B

ax
A

xQ
xP

)()()()(
)(

2
21  

m
mm

qxpx
NxM

qxpx
NxM

qxpx
DСx

)()( 22
2

22
2

11

11
2 ++

+
++

++

+
++

++

+
+ KK

  
Приведем примеры элементарных или простейших дробей.  

1. 
ax
A
−

, 

2. kbx
B

)( −
, ( k - целое положительное число) 

3. 
qpxx

NMх
++

+
2  (дискриминант 04

2
<−= qD p ), 

4. kqpxx
NMx

)( 2 ++

+
 ( 0<D  и k  - целое положительное 

число). 

Интегралы от этих дробей имеют вид: 

1. CaxAdx
ax
A

+−⋅=
−∫ ln . 
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2. C
k
bxBdx

bx
B k

k +
+−

−
⋅=

−

+−

∫ 1
)(

)(

1

. 

3. ∫ =
++

+ dx
qpxx

NMх
2  

C
q

x

q

MpNqpxxM
p

p

p
+

−

+
⋅

−
⋅−+++=

4

2

4

2
22

arctg1)
2

(ln
2

. 

4. ∫ ++
+ dx
qpxx
NMх

m)( 2 .  

Интегрирование простейших дробей этого типа требует более 
сложных вычислений. Мы не будем здесь подробно 
рассматривать вычисления, связанные с интегрированием дробей 
данного типа, так как эти вычисления приведены в компендиуме 
по данной теме. Приведем окончательную формулу. 

43421
mI

mm

m

at
dtMpN

mqpxx
M

dx
qpxx
NMх

∫

∫

+
−+

−++
⋅=

=
++

+

− )(
)

2
(

)1()(
1

2

)(

2212

2

 

Вычисление последнего интеграла сводятся к рекуррентным 
соотношениям вида  

121222 )1(2
1)1(2

)()1(2 −− −
−−

+
+−

= mmm I
am

m
atam

tI . 

Если дробь неправильная, предварительно следует выделить 
целую часть этой дроби. Неправильную рациональную дробь 
всегда можно представить в виде суммы рационального 
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выражения (многочлена) и правильной рациональной дроби, то 

есть рациональная дробь 
)(
)(
xQ
xP

m

n  при mn ≥  представима в виде: 

( ) ( )
( )xQ
xT

xM
xQ
xP

m

k

m

n +=
)(
)(

, где mk < . 

Такое представление неправильной рациональной дроби и 
называется выделением целой части. 

Решение задачи 8 
В нашем примере степень числителя и знаменателя 

одинакова и равна 3. Следовательно, предварительно 
необходимо выделить целую часть рациональной дроби. 
Рассмотрим подынтегральную функцию: 

 

( ) xx
xxx

xx
xxx

4
82295

4
82295

3

23

2

23

−
−−+

=
⋅−

−−+
 

Выделение полной части рациональной дроби можно 
осуществить путем деления многочленов. 

 

82295 23 −−+ xxx  xx 43 −  
– 

xx 205 3 −  
 
5 

829 2 −− xx   

 
Таким образом 

( ) ( ) xx
xx

xx
xxx

⋅−
−−

+=
⋅−

−−+
4

8295
4

82295
2

2

2

23

. 

Полученную неправильную рациональную дробь разложим на 
простейшие дроби. Знаменатель можно представить в виде 
( ) ( )( )xxxxx 2242 +−=⋅− . Следовательно, дробь представима 
в виде 

( ) 224
829

2

2

+
+

−
+=

⋅−
−−

x
C

x
B

x
A

xx
xx

. 
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Приведем выражение, стоящее в правой части равенства к 
общему знаменателю  

( )
( ) ( ) ( )

( ) xx
xCxxBxxA

x
C

x
B

x
A

xx
xx

⋅−
−+++−

=
+

+
−

+=
⋅−
−−

4
224

224
829

2

2

2

2

 
Отсюда получим тождество 

( ) ( ) ( )224829 22 −+++−=−− xCxxBxxAxx . 
Коэффициенты CBA ,,  можно найти двумя способами. 
1 способ. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
в обеих частях тождества. 
Коэффициенты при одинаковых степенях x  в обеих частях 
тождества должны быть равны: 
 

2x 9 = CBA ++  
1x  –2 = CB 22 −  
0x –8 = A4−  

 
Таким образом, для нахождения коэффициентов получена 
система линейных алгебраических уравнений, решив которую 
найдем неизвестные коэффициенты. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=−
=++

84
222
9

A
CB
CBA

. 

Отсюда 2=A , 3=B , 4=C . 
2 способ. Придавая переменной х  конкретные значения. 
Подставим значение 2=х  в полученное тождество 

( ) ( ) ( )224829 22 −+++−=−− xCxxBxxAxx , 
определим 3=B .  
Подставив значение 2−=х  определим 4=C , и, наконец, 
подставив 0=х , определим 2=A . 
Теперь исходный интеграл запишется в виде: 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
++=

⋅−
−−+

∫∫ dx
xxx

dx
xx
xxx

2
4

2
325

4
82295

2

23
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Cxxxx +++−++= 2ln42ln3ln25 . 
Полученный интеграл можно записать в более компактном виде, 
используя свойства логарифма. 

( ) ( ) ( ) Cxxxxdx
xx
xxx

++−+=
⋅−

−−+
∫

432
2

23

22ln5
4

82295
. 

Задача 9 

Вычислить интеграл dx
x
x

∫ −
−

1
32

3 . 

Справочный материал 

В данном интеграле подынтегральная функция так же 
является дробно-рациональной функцией, и представляет собой 
правильную рациональную дробь, в отличие от примера, 
рассмотренного в предыдущем пункте. Метод решения – 
разложение подынтегральной функции на простейшие 
рациональные дроби. Этот метод был изложен в предыдущем 
пункте. 
 

Решение задачи 9 
 

Знаменатель можно представить в виде 
( )( )111 23 ++−=− xxxx . Следовательно, дробь представима в 

виде 

111
32

23 ++
+

+
−

=
−
−

xx
NMx

x
A

x
x

. 

Приведем выражение, стоящее в правой части равенства к 
общему знаменателю  

( )
( ) ( )( )

1
11

111
32

3

2

23 −
−++++

=
++

+
+

−
=

−
−

x
xNMxxxA

xx
NMx

x
A

x
x

 

Отсюда получим тождество 
( ) ( )( )1132 2 −++++=− xNMxxxAx . 

Коэффициенты при одинаковых степенях x  в обеих частях 
тождества должны быть равны: 
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2x 0 = MA +  
1x  2 = NMA +−  
0x -3 = NA −  

 
Таким образом, для нахождения коэффициентов получена 
система линейных алгебраических уравнений, решив которую 
найдем неизвестные коэффициенты. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
=+−

=+

3
2

0

NA
NMA

MA
. 

Выразим коэффициенты M  и N  через A  и подставим их во 
второе уравнение  

13 −=A  или 3/1−=A , 3/1=M , 3/8=N . 
Теперь исходный интеграл запишется в виде: 

dx
xx

x
x
dxdx

xx
x

x
dx

x
x

∫∫∫∫ ++
+

+
−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
+

+
−

−
=

−
−

1
3/83/

13
1

1
3/83/

1
3/1

1
32

223

Первый из интегралов является табличным, формула (2).  
Второй интеграл можно вычислить двумя способами. 
1 способ. Второй интеграл представляет собой интеграл типа 3 
(см. справочный материал к задаче 8), поэтому можно применить 
формулу. 
 

∫ =
++

+ dx
qpxx

NMх
2  

C
q

x

q

MpNqpxxM
p

p

p
+

−

+
⋅

−
⋅−+++=

4

2

4

2
22

arctg1)
2

(ln
2

. 

В нашем случае  

2
5

6
1

3
8)

2
( =−=−

MpN ,  
3

2
4/11

11

4

2
=

−
=

− pq
. 

3
12

3
51ln

6
1

1
3/83/ 2

2

+
+++=

++
+

∫
xarctgxxdx

xx
x . 
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3
12

3
51ln

6
11ln

3
1

1
32 2

3

+
++++−−=

−
−

∫
xarctgxxxdx

x
x . 

2 способ.  Выделение полного квадрата в знаменателе 
подынтегрального выражения.  

Представим 12 ++ xx  в виде полного квадрата.  

4
3

2
11

2
1

2
1

2
121

222
22 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅+=++ xxxxx . 

Тогда интеграл можно переписать в виде: 

.

4
3

2
1
1

2
5

4
3

2
1

2
1

3
1

4
3

2
1

2
15

2
1

3
1

1
3/83/

22

22

dx
x

dx
x

х

dx
x

х
dx

xx
x

∫∫

∫∫

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++

+

 

Рассмотрим первый из интегралов 

( ).1ln
6
1

4
3

2
1ln

6
1

4
3

2
1

4
3

2
1
1

6
1

4
3

2
1

2
1

3
1

2
2

2

22

++=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∫∫

xxx

xd
x

dx
x

х

 

Второй из интегралов – табличный, формула (12). 
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3
12

3
5

3
12

3
2

2
5

4
3

2
1
1

2
5

2

+
=

+
⋅=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∫

xarctgxarctgdx
x

. 

Таким образом, 

3
12

3
51ln

6
1

1
3/83/ 2

2

+
+++=

++
+

∫
xarctgxxdx

xx
x . 

Окончательный ответ 

3
12

3
51ln

6
11ln

3
1

1
32 2

3

+
++++−−=

−
−

∫
xarctgxxxdx

x
x . 

Задача 10 

Вычислить интеграл dxxx∫ +⋅ 4 . 

Справочный материал 

В данном примере подынтегральная функция содержит 
иррациональное выражение. Метод решения здесь: применение 
подходящей замены. Обычно замену выбирают так, чтобы 
избавиться от иррационального выражения.   

Решение задачи 10 

Введем новую переменную 24 tx =+ . Отсюда 42 −= tx , 
tdtdx 2= . Подставим полученные выражения в интеграл  

 

( ) .
3

8
5

2422)4(4
35

2422 Cttdtttdtttdxxx +−=−=−=+⋅ ∫∫∫  

Вернемся к исходной переменной  
 

( ) ( ) .
3

48
5

424
35

Cxxdxxx +
+

−
+

==+⋅∫  

 

Задача 11 
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dx
xx

dx
∫ +− cos7sin48

. 

Справочный материал 

В данном примере подынтегральная функция имеет вид 

∫ dxxxR )cos,(sin , где )cos,(sin xxR  ― рациональная функция  от 

xsin  и xcos . Метод решения здесь основан на применении так 
называемой универсальной подстановки  

txtg =
2

, или tx arctg2= .  

Тогда 

21
2
t
dtdx
+

= , 2
2

2
2

1
2

tg1

tg2
sin

t
tx

х

х

+
=

+
= ,  

2

2

2
2

2
2

1
1

tg1

tg1
cos

t
tx

х

х

+

−
=

+

−
= . 

Таким образом, данная подстановка, приводит исходный 
интеграл от тригонометрических функций xsin  и xcos  к 
интегралу от рациональной функции новой переменной t . 

22

2

2 1
2

1
1,

1
2

t
dt

t
t

t
tR

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−

+∫ . 

Решение задачи 11 

Применив универсальную подстановку, получим 
 

=
+

⋅

+

−
+

+
⋅−

=
+− ∫∫ 2

2

2

2
1

2

1

17
1

248

1
cos7sin48 t

dt

t

t

t

txx
dx
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( )( )∫∫ −−
=

+−
=

53
2

158
2

2 tt
dtdt

tt
dt

. 

Таким образом, интеграл от тригонометрических функций свелся 
к интегралу от рациональной дроби.  
Разложим  подинтегральную функцию на простейшие дроби 

( )( )
( ) ( )
( )( )53

35
5353

2
−−

−+−
=

−
+

−
=

−− tt
tBtA

t
B

t
A

tt
. 

Отсюда  
( ) ( )352 −+−= tBtA . 

Подставим в ту формулу 5=t , получим 1=B , подставим в ту 
формулу 3=t , получим 1−=A . Таким образом, 
 
 

( )( ) ( ) ( )

.
3
5ln

3ln5ln
3

2
553

2

−
−

=

=+−−−=
−

−
−

=
−− ∫∫∫

t
t

Ctt
t
dt

t
dt

tt
dt

. 

 
Возвращаясь к исходной переменной, получим: 
 

=
+−∫ dx

xx
dx

cos7sin48
C

xtg

xtg
+

−

−

3
2

5
2ln . 

 

Задача 12 
 

Вычислить интеграл 
( )∫

−+

2
3

0 22 916 xx
dx
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Справочный материал 

В данном примере требуется найти значение определенного 
интеграла. Для вычисления определенных интегралов 
используется формула Ньютона-Лейбница 

)()()( aFbFdxxf
b

a
−=∫ , 

где )(xF  есть какая-либо первообразная для функции )(xf . 

Подынтегральная функция имеет вид ∫ − dxxaxR ),( 22 , где 

),( 22 xaxR −  ― рациональная функция своих аргументов. 
Метод решения здесь основан на применении подстановки 

tax sin= . Тогда tdtadx cos= . 

Решение задачи 12 

1 способ. Рассмотрим сначала неопределенный интеграл. 
Применив подстановку  tx sin3= ,  

тогда tttx cos3sin13sin999 222 =−=−=−  
получим 
 

( ) ( )∫ ∫∫ +
=

+
=

−+ 16sin9cos316sin9
cos3

916
2222 t
dt

tt
tdt

xx

dx
 

Представим в знаменателе число 16  в виде 
)cos(sin1616 22 xx += , и вынесем x2cos  за скобку, получим 

( )
( ) ( )

∫∫ ∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
+

=
+ 2

2
222

5
425

1
1625cos1625

ttg

tgtd
ttg
tgtd

tttg
dt

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= tgtarctg

4
5

20
1

. 

Возвратимся к исходной переменной. Найдем сначала  
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222 9
9

1

3
sin1

sin
cos
sin

x

x

x

x

t

t
t
ttgt

−
=

−

=
−

== . 

Получим: 

( )

3 3
2 2

2 2 2
0 0

1 5 1 5
20 20 8 316 9 4 9

dx xarctg arctg
x x x

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

+ − −⎝ ⎠
∫ . 

2 способ. Можно интегрировать непосредственно 
определенный интеграл. В этом случае нужно пересчитать 
пределы интегрирования. При 0x = , имеем 3sin 0t = , отсюда 

0t = . При 
3
2

x = , имеем 
33sin
2

t = , отсюда 
6

t π
= . 

( ) ( )

3
62

22 2
0 0

3cos
9sin 16 3cos16 9

dx tdt
t tx x

π

= =
++ −

∫ ∫  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

π

34
5

20
1

4
5

20
1 6

0
arctgtgtarctg . 

 

Задача 13 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: xy −= ,  

22 xxy −= . 

 

Справочный материал 
Определенный интеграл используется для нахождения 

площадей плоских фигур. Площадь криволинейной трапеции, 
ограниченной кривыми  )(1 xfy = , )(2 xfy =  и прямыми ax = , 

bx =  (рис.1), равна 

. ( ) ( )( )∫ −=
b

a
dxxfxfS 21 . 
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                                            )(1 xfy =       
                                            )(2 xfy =     
 
                 
 
               Рис.1 Площадь криволинейной трапеции 
 

Решение задачи 13 

В данном случае фигура ограничена двумя линиями – прямой и 
параболой.  

 
Рис. 2. 

Для определения пределов интегрирования найдем точки 
пресечения этих кривых. Они находятся как решения уравнения 

)()( 21 xfxf = .  

x

y

20
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Для определения пределов интегрирования найдем точки 
пресечения этих кривых. Они находятся как решения уравнения 

)()( 21 xfxf = . В нашем случае 2
1( ) 2f x x x= − ,  2 ( )f x x= − . Для 

определения точек пересечения имеем уравнение: 

22 xxx −=− , или 03 2 =− xx . Решая уравнение, находим 

1 20, 3x x= = . Следовательно, 3,0 == ba . 

Осталось вычислить определенный интеграл 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

.
2
9

32
3

32

3

0

32

3

0

2
3

0

2
21

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

=−=−−−=−= ∫∫∫

xx

dxxxdxxxxdxxfxfS
b

a
 

Задача 14 
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

ty
ttx

cos12
sin2

  , при  π≤≤ 40 x . 

Справочный материал 
Для определения площади фигуры, ограниченной кривой,  

заданной в параметрическом виде  

( )⎩
⎨
⎧

ψ=
ϕ=
ty
tх )(

,  

и прямыми вида ax =  и bx = , используется формула: 

∫
β

α

ϕ′ψ= .)()( dtttS  

где β≤≤α t . Пределы интегрирования α  и β  находятся из 
уравнений ba =βϕ=αϕ )(;)( . 
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Решение задачи 14 
Данная кривая является циклоидой.  

x

y

π4  
Рис. 3 

В нашем случае  

( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

−=ψ
−=ϕ

tt
ttt

cos12
sin2

. 

Пределы интегрирования α  и β  находятся из уравнений 

ba =βϕ=αϕ )(;)( , то есть из равнений  ( ) ;0sin2 =α−α  

( ) π=β−β 4sin2 . Решая их находим 0=α , π=β 2 , поэтому 
искомая площадь равна значению определенного интеграла  

( ) ( )( ) ( )

( ) =+−=

=−=′−−=

∫

∫∫
π

ππ

2

0

2

2

0

2
2

0

coscos214

cos14sin2cos12

dttt

dttdttttS
 

π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+−=
ππ

∫ 122sin
4
1sin2

2
34

2
2cos1cos214

2

0

2

0
tttdttt

 

Задача 15 
Вычислить длину дуги кривой 
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⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

3

3

sin
cos

,   при 
2
π≤≤0 t . 

Справочный материал 
Для определения длины дуги кривой, заданной в 

параметрическом виде )(tх ϕ=  и )(ty ψ= , где ],[ βα∈t  
используется формула: 

( ) ( )∫
β

α

ψ′+ϕ′= dtS tt
22 . 

Решение задачи 15 
Заданная кривая является астроидой 

-1 -0.5 0.5 1

-1

-0.5

0.5

1

 
Рис. 4. 

( ) ( ) =+=ψ′+ϕ′= ∫∫

π
β

α

dtttttdtS tt

2

0

242422 cossin9sincos9  

2
3sin

2
3sincos3sincos3

2

0

2
2

0

2

0

22 ====

πππ

∫∫ tdtttdttt . 
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1 вариант 

 

1. ( ) dxx∫ 6 54+ . 

2. dxxx∫ 5 2−5⋅ . 

3. dxx∫ 2
2sin . 

4. 
( )

dx
x

x
∫ 2

3

+1

arctg
. 

5. dx
x
x

∫
+1 ln

. 

6. ( ) dxex x3−∫ 5−6 . 

7. dxxx 3∫ 2 cos . 

 

 

8. dx
xxx

xx
∫ +2−

3+3−2
23

2
. 

9. ( )∫ 1+2xx

dx
. 

10. dx
x
x

∫
9+

. 

11. dx
x

x
∫
2
π

0
4+5 cos

cos
. 

12. dxx∫
16

0

2−256 . 

 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 ( )32−= xy ,  8−4= xy . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

⎩
⎨
⎧

22=
24=

3

3

ty
tx

sin
cos ,  2=x ,    при 2≥x . 

 
15. Найти объем тела, полученного от вращения фигуры, 

ограниченной линиями  
⎩
⎨
⎧

0=
=
y

xy sin
, при π≤≤0 x , вокруг 

оси Ox . 
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2 вариант 

 

1.  dx
x
x 21

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

.

2. dx
x
x

∫
+ 58

3
 .   

3. dxxe x cos1sin∫ +  . 

4. ∫
−

− dx
x

x
2

3

1

1arccos
 . 

5. ∫
−− xx

dx

43 2
 . 

6. ∫ − dxx 18arctg  . 

 

 

7. ∫ dxx2ln2 . 

8. 
( )

dx
xx

x
∫ 3

3

1−⋅

1+
 . 

9. dx
x
x

∫ 1+3
 . 

10.  dxxx∫ +⋅ 4 . 

11.  

dx
xx

x
∫
π

++
+3

2

0 sincos1
sin1

. 

12. dxxx∫ −
1

0

22 1  . 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

   24 xy −=   и   xxy 22 −= . 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin22
cos2

,  2=y ,   при 2≥y . 

15. Вычислить длину дуги кривой xy 42 =   от ее вершины до 

точки ( )2,1M . 
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3 вариант. 

 
 

1. ∫ 22−2 x

dx
. 

2. ( ) dxxx
2

∫ 2+2 cossin . 

3. dxex x3−2 ⋅∫ . 

4. ( ) dxxx coslntg ⋅∫ . 

5. ∫ 1−

2

x

x

e

dxe
. 

6. ( ) dxxx 23−6∫ cos . 

7. ( ) dxexx x−2∫ 5+2− . 

 

 

8. 
( ) ( )∫ 2

2

1−2+ xx

dxx
. 

9. ∫ 1−3x

dxx
. 

10. ∫ 1+x

dx
. 

11. dx
xx

dxx
∫
2
π

3
π −+1 cossin

cos
. 

12. 
( )∫

5

0
22 +25+25 xx

dx
. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 2−9⋅= xxy , 0=y , 3≤≤0 x . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−14=
−4=

ty
ttx

cos
sin

  и   4=y , при  4≥y   и  π8≤≤0 x . 

 
15. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, 

ограниченной линиями 32 =2 xy   и  4=x ,  вокруг оси  
Ox . 
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4 вариант. 

 

1. ∫ 9−3 2x

dx
. 

2. ∫ 22 ⋅ xx

dx

cossin
. 

3. dxxx cossin∫ ⋅3 . 

4. 
( )
( )

dx
x

x
∫ 1+

1+
2cos

tg
. 

5. ∫ 2⋅3 dxxx sincos . 

6. ( )∫ 9+2 dxxln . 

7. ( ) dxxx cos∫ 21+ . 

 

 

8. 
( ) ( )∫

1+2+ 2

2

xx

dxx
. 

9. 
( )
∫ 1−

1+
3

3

x

dxx
. 

10. ∫ 3+x
dxx

. 

11. ∫
2

π

0
++1

+1
dx
xx

x
sincos

cos
. 

12. 
( )∫

3

0 2 2
3

+9 x

dx
. 

 
 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 2−4= xy ,   0=y ,   0=x ,   1=x . 
 

14.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

2=
16=

3

3

ty
tx

sin
cos ,   2=x ,   при  2≥x . 

15. Вычислить длину дуги линии xy 2= , при 1≤≤0 x . 
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5 вариант. 

 

1. ∫ 7+7 2x

dx
. 

2. ∫ 3 x

dxx

sin

cos
. 

3. dx
x

x
∫ 2

+1

cos

tg
.  

4. 
( )

dx
xx

x
∫ 2−

−1

sin

cos
. 

5. ∫
1+

2
dx

e

e
x

x
. 

6. ∫ 2⋅ dxxx ln . 

7. dxx x∫ 3
3 sin . 

 

8. ∫ +2− 23 xxx
dx

. 

9. dx
xxx

x
∫ 5+2−

15−7
23

. 

10. ∫ 2−⋅ dxxx . 

11.  dx
xx

x
∫
2
π

0
++1 sincos

sin
. 

12. 
( )

∫
2

5

0
32−5 x

dx
. 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 xxy 2⋅= sincos , 0=y , при  
2
π≤≤0 x . 

 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

⎩
⎨
⎧

6=
2=

ty
tx

sin
cos

, 3=y , при 3≥y . 

 
15. Вычислить объем тела, образованного вращением 

вокруг оси Ox фигуры, ограниченной линией:  
⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

tby
tax

sin
cos

.  

 
 
 

 

 



 35 

 
6 вариант. 

 
 

1. ∫ 24+9 x

dx
. 

2. ∫ 2 dxxctg . 

3. dx
x

xx
∫ 1+

+
4

3
. 

4. dx
x

x
∫ 2+1

2

cos

sin
.  

5. ∫ 2−3−4 xx

dx
. 

6. ∫ 2 x

dxx

sin
. 

 

7. dxxx 23∫ ln . 

8. 
( )∫ 21+xx

dx
. 

9. ( )( )
dx

xx
xx

∫ 1−2+

1−+
2

3
. 

10. ∫ 4+ xx

dx
. 

11. ∫
2

π

0
++1

dx
xx

x
sincos

cos
. 

12. dx
x

x
∫
2

1
4

2 1−
. 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

 22 −4= xxy ,  0=y ,  при 2≤≤0 x . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:  

⎩
⎨
⎧

2=
6=

ty
tx

sin
cos

,  3=y ,  при 3≤y . 

 
15. Вычислить длину дуги кривой 

 
⎩
⎨
⎧

=
=

tey
tex

t

t

cos
sin ,   при 

2
π≤≤0 t . 
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7 вариант. 

 

1. dx
x

x
∫ 2

3

−4
. 

2. dxx∫ 3
tg . 

3. dxex x∫
2

⋅ .  

4. dx
x

xx
∫ 2+1

−4 arctg
. 

5. dx
x

x
∫ 4

5

cos

sin
. 

6. ∫ 2⋅ dxxx cos . 

7. dxex
x

∫ 2−2 . 

 

 

8. 
( ) ( )

dx
xx

x
∫

1+2−

5−2
2

. 

9. 
( ) ( ) dxxx

x
∫ 1+2−

4−
2

. 

10. dx
x

xx
∫ 3 +1

+1+
. 

11. dx
x

x
∫
2
π

0
3+5 sin

sin
. 

12. 
( )

dx
x

x
∫
2

2

0
32

4

−1

. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 1−= xey ,   0=y ,   2= lnx . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией:
  

⎩
⎨
⎧

=
16=

3

3

ty
tx

sin
cos . 

 
15. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси 

Oy  фигуры, ограниченной линиями: 

dxex x∫
2

⋅ .   23 4= xy , 2=y , 
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8 вариант. 

 

1. ( )∫ 177−3 dxx . 

2. ∫ 2 dxxtg . 

3. dx
x

x
∫

sin
. 

4. dx
xx

xx
∫ 2+

+
2 sin

cos
. 

5. 
x
dx

x
x
⋅

4
2

∫ ln
ln

. 

6. ∫ 2 dxxx ln . 

7. dx
e

x
x∫ 3

2 2+
. 

 

 

8. ∫ 23 + xx

dx
. 

9. dx
x

xx
∫ 8−

5−+
3

23
. 

10. dx
x

x
∫ 1−

3
. 

11. 
( )∫

4
π

0
+1 xx
dx

coscos
. 

12. 
( )

∫
3

0
32−4 x

dx
. 

 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
xx

y
ln+1

1
= ,  0=y , 1=x ,  3= ex . 

 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−12=
−2=

ty
ttx

cos
sin

,   3=y ,   при 3≥y    и   π4≤≤0 x . 

 
15. Вычислить длину дуги кривой   xy ln= ,   при  8≤≤3 x . 
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9 вариант. 

 
 

1. ( ) dxxx 3
2−⋅1−∫ .  

2. ∫ 22 dxxcos .  

3. ∫ 4+2x

x

e

dxe
.   

4. ∫ 22 −4 xx

dx

tgcos
.  

5. 
( )

dx
xx

x∫ 2
2
1

+

+1
. 

6. dx
x

x
∫ 3

ln
. 

 

 
7. ( ) dxxx cos⋅2−∫ 2 . 

8. dx
x
x 2

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1−
2+

. 

9. ( ) dxxx

xx
∫ 1+⋅

1++
2

3
. 

10. ∫ 4 1−2−1−2 xx

dx
. 

11. dx
x

x
∫
2
π

0
+2 sin
sin

. 

12. 
( )∫

1

0 2

4

2
3

−2 x

dxx
. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 22 −4= xxy ,   0=y ,   при   2≤≤0 x . 
 

14.  Вычислить плошадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−13=
−3=

ty
ttx

cos
sin

,   3=y ,   при   3≥y . 

 
15. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, 

ограниченной линиями: 2= xy   и 4=y , вокруг  Oy . 
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10 вариант. 

 

1. ∫ 5 2−3 x

dx
. 

2. dxx∫ 2ctg . 

3. dx
x

e x

∫ 2

−

cos

tg
. 

4. dx
x

xx
∫ 2−1

−2 arcsin
. 

5. ∫ 1+3 xe

dx
. 

6. ∫ ⋅ dxxx arctg . 

7. dx
x

x
∫ 2

2ln
. 

 

 

8. dx
xx

x
∫ 23

3

−

1+
. 

9. ( ) ( )∫ 4+⋅1+ 22 xx

dx
. 

10. dx
x

x
∫

1+

1−
3

. 

11. 
( )∫

22

2
π +1

arctg

sinsin xx
dx

. 

12. ∫
2

0
2

2

−16 x

dxx
. 

 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 xy arccos= ,   0=y ,   0=x . 
 

14.   Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

2=
28=

3

3

ty
tx

sin
cos ,   4=x ,   при 4≥x . 

 

15.  Найти длину дуги кривой   2
3

3
2= yx ,   при    3≤≤0 y . 
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11 Вариант. 

 
 

1. ∫ 4−4 2x

dx
.  

2. dx
x

x
∫ 2

23−2

cos

ctg
. 

3. ( )dxee xx∫ ⋅ sin . 

4. dx
x

x x∫
1+

+

2

1

. 

5. ∫ 22−4−6 xx

dx
. 

6. ∫ ⋅ dxxx arcsin . 

 

 
7. ( ) dxexx x2−2 ⋅7−3+∫ /

8. ∫ 24 − xx

dx
. 

9. 
( ) ( ) dxxx

x
∫ 1+⋅1+

3+
2

3
. 

10. dx
x
x

∫ 2+
. 

11. ( )∫
2
π

0
2

2

2⋅+1 xx

dxx

sintg

sin
. 

12. dxx∫
2

0

2−4 . 

 
 

13. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 ( )21+= xy ,   1+=2 xy . 
 

14. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

22=
22=

ty
tx

sin
cos ,   3=y ,   3≥y . 

 
15. Найти объем тела, образованного  вращением вокруг оси Oy  

фигуры, ограниченной линиями:   4=xy ,   1=y ,   2=y ,  
0=x . 
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12 Вариант. 

 

1. ∫ 24+8 x

dx
. 

2. ∫ ⋅3 dxxx cossin . 

3. 
( )

dx
xx
x

∫ +1

−1
. 

4. 
( ) x

dx
x
⋅

+1

1
∫ 2 lncos

. 

5. ∫
3+6−2 xx

dx
. 

6. 
( )

dx
x
x

∫
lnln

. 

7. ( )∫ 2 dxxarcsin . 

 

 

8. ( ) dxxxx

xx
∫ 1+2+⋅

2+3−
2

2
. 

9. dx
x

x
∫ 4

2

−1
. 

10. dx
x
x

∫
4+

. 

11. 
( )∫

2
π

0
2++1 xx

dx

cossin
. 

12. 
( )∫

4

0 2 2
3

+16 x

dx
. 

 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 3+−2= 2xxy ,   3+4−= 2 xxy . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−16=
−6=

ty
ttx

cos
sin

,   9=y ,   при   9≥y    и   π12≤≤0 x . 

 
15. Вычислить длину дуги кривой   2−4= xy    между точками ее 

пересечения с осью  Ox . 
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13 вариант. 

 
 

1. ( ) dxx∫ 4−2sin . 

2. ∫ dxxtg . 

3. ( ) dxee xx 2−∫ + . 

4. ∫ 2 xx

dx

ln
. 

5. ∫ 4+3 x

dxx
. 

6. dxx
x

∫ 23⋅ . 

7. ∫ 2⋅ dxxx arctg . 

 

 

8. ( ) ( )
dx

xxx

xxx
∫ 2+⋅2+3+

7+11+6+
2

23
.

9. dx
x

x
∫ 1−

1−2
3

. 

10. ∫ 22 4+ xx

dx

cossin
. 

11. 
( )∫

0

−
2

2
π −+1 xx

dxx

sincos

sin
. 

12. dxx∫
4

0

2−16 . 

 
 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 ( )32−= xy ,   8−4= xy . 
14. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

⎩
⎨
⎧

4=
8=

3

3

ty
tx

sin
cos ,   33=x ,   при   33≥x . 

 
15. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси  

Ox фигуры, ограниченной линиями: 
1+= 2xy ,   2±=x ,   0=y . 
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14 вариант. 

 
1. ( ) dxx∫ 2−1cos . 

2. dx
x

x
∫ 2

4−

cos

sin
. 

3. ∫ 8

3

−4
dx

x

x
. 

4. 
( )∫ 5+xx
dx

ln
. 

5. dx
x

x
∫ 2+

4−
. 

6. ∫ 2 dxxx tg . 

 

 
7. ∫ 2 dxex x . 

8. dx
xx

xxx
∫ 34

45

−

2−3+−
. 

9. dx
xxx

dxx
∫ 2+2++

3
23

. 

10. ∫ 24 xx

dx

cossin
. 

11. 
( )∫

3
π2

0
2

2

++1 xx

dxx

sincos

cos
. 

12. 
( )

∫
34

0
32−64 x

dx
. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 

 
x

y
cos+1
1

= ,   0=y .   
2
π=x ,   

2
π−=x . 

 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 

⎩
⎨
⎧

4=
6=

ty
tx

sin
cos

,   32=y ,   32≥y . 

 
15. Вычислить длину дуги линии   xxy ln

2
12

4
1 −= ,   при  

2≤≤1 x . 
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15 вариант. 

 
 

1. 
( )

∫
1+1−5 2x

dx
. 

2. ∫ 2⋅2 dxxx cossin . 

3. 
( )∫ 2−1 xx

dx

sinarc
.

4. dx
x

xx
∫ 6

52

+1

−2
. 

5. dx
e

e
x

x

∫ 1+3

1−
. 

6. ∫ 2 x

dxx

sin
. 

 

 
7. ( ) ( )dxx

x
1+−1 221∫ 2 ln .

8. dx
xxx

xxx
∫ 4+4−

8−9+3−
23

34
. 

9. dx
xxx

x
∫ 2+2−

2+
23

. 

10. ∫ 5+3 x
dx

cos
. 

11. dx
x

x
∫
4

π

0
4

4

cos

tg
. 

12. 
( )

∫
3

0
32+1 x

dx
. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 2−4= yx ,   0=x ,   0=y ,   1=y . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

−1=
−=

ty
ttx

cos
sin

,   1=y ,   при 1≥y ,   π2≤≤0 x . 

 
15. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси 

Ox фигуры, ограниченной линиями:  

xy 2= ,   
4
3+5

=
x

y . 
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16 вариант. 

 
1. ∫ 4−12 dxx .  

2. ∫ 2 dxxsin . 

3. dx
e

e
x

x

∫
2−2

. 

4. dx
xx

x
∫

2+3

ln
ln

. 

5. ∫ 1−x

dxx
. 

6. ∫ dxxx ln . 

7. ∫ 22 dxxx cos . 

 

 

8. dx
xx

xxx
∫ 2−3−

1−3+3−
3

24
. 

9. dx
xxx

x
∫ 5+2−

15−7
23

. 

10. ∫ 4

2

x

dxx

sin

cos
. 

11. 
( )

dx
x

x
∫
2
π

0
2+1 sin

sin
. 

12. 
( )∫

22

0
22

2

−16−16 xx

dxx
. 

 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 xy arccos= ,   0=x ,   0=y . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

2=
16=

3

3

ty
tx

sin
cos ,   2=x ,   при  2≥x . 

 

15. Найти длину дуги кривой   ( )1−= 3xy ln ,   при  3≤≤2 x . 
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17 вариант. 

 
 

1. ∫ 3−24 dxx . 

2. ∫ 2+1
2

x
dxx

cos
sin

. 

3. ∫ 8

3

−9 x

dxx
. 

4. ∫ 2+3 xx

dx

ln
. 

5. ∫ 1−2

3

x

x

e

dxe
. 

6. ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +1+ 2 dxxxln  

. 

 
7. ∫ 2 dxxx sin . 

8. 
( )

dx
xx

xxx
∫ 1−

2+−+
2

23
. 

9. dx
xx

x
∫ 4+

2−
3

. 

10. ∫ 22 + xx

dx

tgsin
. 

11. 
( )∫

22

2
2
π −1

arctg

cossin xx

dx
. 

12. 
( )

∫
2

0
32−16 x

dx
. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 ( )21−= xy ,  1−=2 xy . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

6=
8=

3

3

ty
tx

sin
cos ,   1=x ,   при   1≥x . 

 
15. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси  Ox  

фигуры, ограниченной линиями: 
xy sin= ,   0=x ,   xy π

2= . 
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18 вариант. 

 

1. ∫ 3+5 x
dx

.  

2. ∫ dxxctg . 

3. ∫ 4−1 x

dxx
. 

4. dx
x

x

∫ 2

2

4+1

2arctg
. 

5. ∫ 1+xe

dx
. 

6. dx
x

x
∫ −1

arcsin
. 

7. ∫ 22 dxxx sin . 

. 

 

8. dx
xxx

xx
∫ +2−

1+4−
23

3
. 

9. dx
xxx

xx
∫ 4+4++

4++2
23

2
. 

10. ∫ 2+1 x

dx

sin
. 

11. 
( )

dx
xx

x
∫
2
π

0
2++1 sincos

cos
. 

12. dx
x

x
∫
22

2
4

2 2−
. 

. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 2−4= xy ,   xxy 2−= 2 . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−14=
−4=

ty
ttx

cos
sin

,   4=y ,   при  4≥y    и   π8≤≤0 x . 

 

15. Вычислить длину дуги кривой xxy cosarc+−1= 2 , 

при   
9
8≤≤0 x . 
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19 вариант. 

 
 

1. 
( )∫ 3−22 x

dx

sin
.

2. ∫ 33+5
3

x
dxx

sin
cos

. 

3. ∫
1+9

3
x

x dx
. 

4. ( )∫ 4+2 xx

dx

ln
.

5. ∫ 3 1−x

dxx
. 

6. ∫ 2 dxxarccos . 

 

 
7. ∫ 2 dxxx ln . 

8. 
( )

dx
xx

xxxx
∫ 5+

20−++8+2
3

234
.

9. ∫ 2+2++ 23 xxx

dx
. 

10. ∫ 2

2

+1 x

dxx

cos

sin
. 

11. 
( )∫

22

2
2

π +1

arctg

cossin xx

dx
. 

12. 
( )

∫
2

0
32

4

−8 x

dxx
. 

 
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
  ( )21−−4= yx ,   3+4−= 2 yyx . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:  

⎩
⎨
⎧

4=
9=

ty
tx

sin
cos

,   2=y ,   при   2≥y . 

 
15. Найти объем тела, образованного  вращением  вокруг оси 

Ox фигуры, ограниченной линиями: xey = ,   при    
2≤≤0 lnx . 
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20 вариант. 

 
1. ∫ −12 dxx . 

2. dx
x

x
∫ 2

1+

sin

cos
.

  

3. ∫ 6

2

+2 x

dxx
. 

4. ∫ 2−1 xx

dx

ln
. 

5. ∫ 1−2x

dxx
. 

6. dx
x

x

∫ −2
2arcsin

. 

7. ( )∫ 2−2 1+ dxex x . 

 

 

8. 
( ) ( )

dx
xx

xxxx
∫

1−1+

1++2−2+
2

234
. 

9. 
( ) ( ) dxxxx

xx
∫ 2+2+2+

8+11+3
2

2
. 

10. dx
x

x
∫ 3

+1

sin

cos
. 

11. ∫
3

π

0
22 9+ xx

dx
cossin

. 

12. 
( )∫

2

0
22 −4−4 xx

dx
. 

 

 
13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 xy ln= ,   bx = ,   ay ln= ,  при  ba < . 
 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−16=
−6=

ty
ttx

cos
sin

,   9=y ,   при   9≥y   и  

π12≤≤0 x . 
 

15. Найти длину дуги кривой    13+= xey ,  при 

24≤≤15 lnln x . 

 

 



 50

 
21 вариант. 

1. 
( )∫ 2−12 x

dx

sin
. 

2. ∫ 22
dxxx cossin .   

3. ∫
5+4x

dxx
. 

4. ∫ 25 −1 xx

dx

arccos
.

5. dx
e

ee
x

xx

∫ 1+

2−
2

2
. 

6. ∫ dxxarcsin . 

7. ( )∫ 3⋅1+2 dxx x . 

 
 

8. dx
xx

xxx
∫ 2−3−

7−12−2−
3

23
.

9. ∫ 8−3x

dx
. 

10. ∫ 3−2 xx
dx

cossin
. 

11. ∫
12

π

0
4 3x

dx

cos
. 

12. 
( )∫

2
1

0
22 −1−1 xx

dx
 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 xxy cos2= ,   0=y ,    при 

2
π≤≤0 x . 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

⎩
⎨
⎧

8=
3=

ty
tx

sin
cos

, 

 34=y , при 34≥y . 
15.   Найти объем тела от вращения вокруг Ox фигуры 

( ) xy =1− 2 , 1=x . 
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22 вариант. 

1. ∫ 42 x

dx

cos
. 

2. 
( )

dx
x

x
∫ 33−1 cos

sin
.

3. dx
x

xx
∫ 6

25

+5

+
. 

4. ∫ 2

1

dx
x
xsin

. 

5. dx
e

e
x

x

∫ 1+

2
. 

6. dxx x
x∫ +1

−1ln . 

7. ∫ 2 dxxarcsin . 

 

8. 
( ) ( ) dx

xx
xxx

∫ 4−2−

32+16−2−2
2

23
. 

9. dx
x

xx
∫ 1−

5+2−
4

3
. 

10. ∫ 3 x

dx

sin
. 

11. ∫
4

π

0
4−1 x

dx
sin

. 

12. ∫
3

1
22 −4 xx

dx
. 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 
  xy ln= , xy 2= ln . 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 

⎩
⎨
⎧

23=
22=

ty
tx

sin
cos , 

3=y , при 3≥y  

15. Найти длину дуги кривой: xy sinln= ,  при  
2
π

3
π ≤≤ x . 
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23 вариант. 

1. ∫
3+4 2x

dx
. 

   

2. ∫ 4+3

2
2 x

dxx

sin

sin
.

   

3. dx
x
x∫ 2

1cos
. 

   

4. dx
x

x
∫ 24−1

2−1
.

5. dx
e

e
x

x

∫ 1−

2
. 

6. ∫ 3
dx

x

xx

sin

cos
. 

7. ∫ 2 dxxx ln . 

 

8. 
( )

dx
xx

xxxx
∫ 1+

2+5+9+2+
2

234
.

9. ∫ 1−4x

dx
. 

10. ∫ 1+3+4 xx
dx

cossin
. 

11. ∫
4

π

0
23+2 x

dx
cos

. 

12. dxx∫
1

0

2−4 . 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 
  xey = ,   xey −= , 1=x . 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 

⎩
⎨
⎧

2=
28=

3

3

ty
tx

sin
cos , 

4=x , при 4≥x . 
15. Найти объем тела  вращения вокруг оси Oy  фигуры: 

2
21 xy −= , 1=+ yx . 
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24 вариант. 

1. 
( )∫ 3−12 x

dx

cos
.

2. ∫
2+2 x

dxx

cos

sin
.

3. ∫ 1−12

5

x

dxx
. 

4. dx
x
x

∫
+2 ln

. 

5. ∫ 1−xe

dx
. 

6. dxx∫ 1arctg . 

7. dx
x

x
2

2ln
. 

 

8. ( )( )
dx

xxx

xxx
∫ 1−4+4+

12+8+3+
2

23
. 

9. ∫ 8+3x

dx
. 

10. ∫ 23+1 x

dx

sin
. 

11. 
( )∫

2
π

0
2++1 xx

dxx

sincos

cos
. 

12. dxxx∫
3

3−

22 −9 . 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
   3+−2= 2xxy , 3+4−= 2 xxy . 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

⎩
⎨
⎧

6=
2=

ty
tx

sin
cos

, 3=y , при 3≥y . 

 

15. Найти длину дуги кривой: 2−1−= xxy arcsin , при 

16
15≤≤0 x .  
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25 вариант. 

1. 
( )∫ 3−12 x

dx

cos
. 

  
2. dxxx

2
3

2
3 ⋅∫ cossin . 

  

3. ∫
7+

3

4x

dxx
. 

4. ∫ 24 −1 xx

dx

arcsin
. 

5. dx
e

ee
x

xx

∫ 1+

3−
2

2
. 

6. ∫ dxxarccos . 

7. ( ) dxx x5⋅15+∫ 2 . 

 

8. dx
xx

xxx
∫ 3+−2

1−7+3−
23

23
.

9. ∫ 64−3x

dx
. 

10. ∫ 3− xx
dx

cossin
. 

11. ∫
4

π

6
π 24 x

dx

sin
. 

12. 
( )∫

2
1

0
22 −1−1

3−

xx

dx
. 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 
  xxy tg2= . 0=y ,  при 

2
π≤≤0 x . 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями:

 
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin2
cos3

,  1=y , при 1≥y . 

 
15.   Найти длину дуги кривой xey = ,   при  8ln3ln 2

1
2
1 ≤≤ x . 
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26 вариант. 

1. dxx∫ 5−3 .

2. dxxe x∫
2−4 . 

   

3. ∫ 2−4 xx

dx
. 

   

4. dx
x

xx
∫ 4−

2+
4

3
. 

5. 
x

dx
x∫ 1+
1

. 

6. ( ) dxxx∫ 1+3 ln . 

7. ( )∫ 2⋅2+3+3 dxxxx sin .

 

8. 
( ) ( ) dxxx

xx
∫ 1+1+

2++
2

23
. 

9. ( )( ) dxxx

xxx
∫ 9+4+

4−+3−
22

23
. 

10. ∫ 4 dxxtg . 

11. 
( )∫

2

2
4

π 2+22

arctg

cossin xx

dx
. 

12. dx
x

x
∫
32

2
4

2+4
. 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
  1−2= xy  и ( )xxy −4⋅⋅=

4
3 . 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

 
⎩
⎨
⎧

2=
3=

ty
tx

sin
cos

,  
2
3=x ,  при 

2

3≥x . 

 
15. Найти объем от вращения вокруг оси Oy  фигуры: 

 2= xy , 2= yx . 
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27 вариант. 

1. ∫ − x
dx

23
. 

2. 
x

dxe 2sin
xctg ⋅∫ . 

3. dxxx 23 33 ⋅−∫ . 

4. ∫
++ xx

x

ee
dxe

222
. 

5. ∫ ⋅ xxx
dx

lnlnln
. 

6. ( )∫ ⋅+− dxxxx 3cos5433 . 

7. ∫ ⋅ dxxx2arccos . 

 

8. dx
x
x
∫ +

−
1
1

3

3

. 

9. 
( ) ( )dxxx

x
∫ ++

+
41

13
22 . 

10. ∫ dxx4tg . 

11. dx
x
x

∫
π

−
+2

0 cos2
sin2

. 

12. ∫ −
2

3

0

22 9 dxxx . 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 2sin xy = ,   2cos xy = ,   0=x . 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎩
⎨
⎧

=
=

2ty
tx

,   
⎩
⎨
⎧

−=
=

21 ty
tx

. 

15. Вычислить длину дуги кривой xey = ,  при  10 ≤≤ x . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 



 57 

 
28 вариант. 

1. dxx∫ −314 . 

2. dx
x
x

∫
−

+
21

1
. 

3. dx
x
x

∫ + 2sin3
2sin

. 

4. ∫
− xx
dx

2ln4
. 

5. ( )∫ + xx
dx

22 tg4cos
. 

6. ∫ dxxe x cos2 . 

( ) dxxxx 2sin234 32∫ +−  

7. ( ) dxxxx 2sin234 32∫ +− . 

8. 
( )

∫ +−
+

xxx
dxx

96
1

23 . 

9. ∫ +− 12 24

4

xx
dxx

. 

10. ∫ dxx2sin 4 . 

11. ∫
π

+

2

0 cos74 x
dx

. 

12. ∫ −
1

0

24 1 dxxx  

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 
 12 −= xy , 1+= xy . 

14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

ty
ttx

cos12
sin2

,   1=y ,  при  1≥y ,   π≤≤ 40 x . 

15. Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг оси  
Oy  фигуры, ограниченной линиями:  2xy = ,   2yx = . 
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29 вариант. 

1. ( )dxx∫ − 53cos .  

  

2. ∫ −⋅ dxx x243 .  

  

3. dx
xx

x x
x

∫
+

+
22

ln

ln
.  

  

4. dx
x

dxx
∫

− 49
.  

  

5. ∫
+− 245 xx

dx
. 

6. ( ) dxxx 22ln∫ + . 

7. ( ) dxexx x323 3 −∫ − . 

 

8. ( )( )dxxx
x

∫
−+

+

11
1
22

4
. 

9. 
( )∫
+ 22xx
dx

. 

10. dx
x
x

∫ −
+−

3 1
11

. 

11. dx
x
x

∫
π

+2

0 cos
sin3

. 

12. dxxx∫ −
1

0

24 4 . 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 2xy = ,   2=+ yx ,   0=x . 
14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

ty
tx

3

3

sin22
cos2

,    1=y , при 1≥y . 

 
15.   Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг 

Ox  тела, ограниченного кривыми: xey = , 1=y ,   1=x . 
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30 вариант. 

1. dxx∫ +4 72 .   

    
  

2. ∫
−− xx

dx

23 2
.   

3. ∫
++ 5ln4ln2 xxx

dx
. 

   

4. ∫
++ + 124

2
1xx

x dx
. 

5. ∫
+

+ dx
x

xx
241

2arctg
. 

6. ∫ ⋅ dxxxarccos . 

7. ∫ 2
ln

x

dxx
. 

 

8. 
x
dx

x
x 2

1
1

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

. 

9. ( )∫
+− 122 xxx

dx
. 

10. dx
x
x

∫
+
2

1
. 

11. ∫
π

+

4

0 2sin54 x
dx

. 

12. ∫
+32

5
3

24

x

dxx
. 

 

13. Вычислить площадь фигуры, ограниченную линиями: 

 xxy 22 −= ,   2=+ yx . 
14.    Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

ty
ttx

cos12
sin2

,  1=y ,  при 
⎩
⎨
⎧

π≤≤
≥

40
1

x
y

. 

15.   Вычислить длину дуги кривой xey 2= ,    при 10 ≤≤ x . 
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