
Òèïîâîé ðàñ÷åò �Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî�

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

Ñîäåðæàíèå ðàñ÷åòíûõ çàäàíèé

I. Èçîáðàçèòü îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çàäàííóþ
íåðàâåíñòâàìè.

II. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ óêàçàííîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî â
óêàçàííîé òî÷êå.

III. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî èçâåñòíîé äåéñòâèòåëüíîé èëè
ìíèìîé ÷àñòè.

IV. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïî çàäàí-
íîé êðèâîé.

V. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0

è óêàçàòü îáëàñòü, â êîòîðîé ïîëó÷åííûé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò äàííóþ
ôóíêöèþ.

VI. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà â óêàçàííîì êîëüöå.

VII. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ.

VIII. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè âåùåñòâåííîãî
ïåðåìåííîãî ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ.

Îáðàçöû âûïîëíåíèÿ çàäàíèé

I. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî D , çàäàííîå íåðàâåí-
ñòâàìè.

à) D = {z : |z − i| ≤ 2, |z + 1, 5− i| > 1 }.
Íåðàâåíñòâî |z − i| ≤ 2 çàäàåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çàìêíóòûé

êðóã D1 ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå z1 = i ; íåðàâåíñòâî |z+1, 5−i| > 1
çàäàåò âíåøíîñòü êðóãà D2 ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå z2 = −1, 5 + i .

Ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ D1 è D2 . Ìíîæåñòâà
D1 , D2 è D èçîáðàæåíû íà ðèñ. a). Ìíîæåñòâî D çàøòðèõîâàíî.
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Ðèñ. 1

á) D = {z : |z| > 2− Re z, 0 ≤ arg z ≤ π/4}
Îáîçíà÷èì z = x + iy , òîãäà íåðàâåíñòâî |z| > 2 − Re z â êîîð-

äèíàòàõ x, y ïðèìåò âèä
√
x2 + y2 > 2 − x . Åñëè x > 2 , òî íåðà-

âåíñòâî |z| > 2 − Re z ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì çíà÷åíèè
y ; åñëè æå x ≤ 2 , òî èç íåðàâåíñòâà

√
x2 + y2 > 2 − x ñëåäóåò, ÷òî

x2 + y2 > (2− x)2 . Îòñþäà èìååì, ÷òî ïðè x ≤ 2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
y2 > 4(1− x) . Òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó íåðàâåí-
ñòâó, ëåæàò ïðàâåå ïàðàáîëû y2 = 4(1 − x) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷è-
ëè, ÷òî D1 � ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |z| > 2 − Re z , ëåæèò ïðàâåå ïàðàáîëû y2 = 4(1 − x) . Íåðà-
âåíñòâî 0 ≤ arg z ≤ π/4 çàäàåò ìíîæåñòâî D2 , ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
çàìûêàíèå âíóòðåííîñòè óãëà, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëó÷è ϕ = 0
ϕ = π/4 . Ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ D1 è D2, ñì.
ðèñ. 2:
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Ðèñ. 2

II. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óêàçàííîé òî÷êå.

a) Âû÷èñëèòü th(log 3 + πi/4).
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ èìååì

th z =
sh z

ch z
=
ez − e−z

ez + e−z
.

38



Êàê è ðàíåå, áóäåì äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå exp(z) âìå-
ñòî ez, â ñëó÷àå ãðîìîçäêèõ ïîêàçàòåëåé. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, íàéäåì
çíà÷åíèå ôóíêöèè th z â çàäàííîé òî÷êå (çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ th z îäíî-
çíà÷íà è èìååò ïåðèîä πi):

th

(
log 3 +

π i

4

)
=

exp
(
log 3 + π i

4

)
− exp

(
− log 3− πi

4

)
exp

(
log 3 + π i

4

)
+ exp

(
− log 3− π i

4

) =

=
3
(
cos π

4 + i sin π
4

)
− 3−1

(
cos π

4 − i sin π
4

)
3
(
cos π

4 + i sin π
4

)
+ 3−1

(
cos π

4 − i sin π
4

) =
4 + 5i

5 + 4i
=

40

41
+

9 i

41
.

á). Âû÷èñëèòü Arcsin 6.
Ôóíêöèÿ w = Arcsin z ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé äëÿ ïåðèî-

äè÷åñêîé ôóíêöèè z = sinw. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ z = sinw íå ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé, êàê â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà. Îòñþäà, ôóíêöèÿ
w = Arcsin z îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ z ∈ C è ìíîãîçíà÷íà.

Âûâåäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé Arcsin z. Èñïîëü-
çóÿ ðàâåíñòâî z = sinw = (eiw − e−iw)/2i, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî eiw:

e2iw − 2izeiw − 1 = 0.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

eiw = iz +
√

1− z2,

ãäå ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
√
z ìíîãîçíà÷íà (äâóçíà÷íà),

ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè.

Ëîãàðèôìèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, äåëÿ çàòåì íà i è ó÷èòûâàÿ,
÷òî 1/i = −i, ïîëó÷èì:

w = Arcsin z = −iLn (iz +
√

1− z2).

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó, íàõîäèì:

Arcsin 6 = −iLn (6i+
√
−35) = −iLn [i (6±

√
35)],

Arcsin 6 = −iLn (6i+
√
−35) = −iLn [i (6±

√
35)] =

= −i [log |i (6±
√

35)|+ i (arg(i (6±
√

35)) + 2kπ)] =

= (π/2 + 2kπ)− i log(6±
√

35),

ãäå k = 0,±1,±2, . . . Çàìåòèì, ÷òî 6 ±
√

35 > 0, îòêóäà
arg(i(6±

√
35)) = π/2.
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â). Âû÷èñëèòü
(

1 + i

2

)−i
.

Äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ìíîãîçíà÷íîé ñòåïåííîé ôóíê-
öèè w(z) = z−i â òî÷êå z = (1 + i)/2. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

z−i = e−iLn z = exp[−i ( log |z|+ i (arg z + 2πk) ) ],

ãäå k = 0,±1,±2, ... Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
arg z ∈ (−π, π]. Âû÷èñëèì −iLn ((1 + i)/2):

−iLn
1 + i

2
= −i

log

√
2

2
+

8k + 1

4
πi

 =
π

4
+ 2kπ +

i log 2

2
,

îòêóäà ïîëó÷èì: (
1 + i

2

)−i
= exp

(
π

4
+ 2πk +

i log 2

2

)
=

= exp(π/4 + 2πk)( cos((log 2)/2) + i sin((log 2)/2) ), k = 0,±1,±2, ...

III. Âîññòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî èçâåñòíîé äåéñòâèòåëüíîé
èëè ìíèìîé ÷àñòè.

a). Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z), åñëè èçâåñòíà åå äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü Re f(z) = u(x, y) = e−y cosx+x è çàäàíî çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè
â íóëå: f(0) = 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿëàñü âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ àíà-
ëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ôóíêöèè f(z), íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû â îáëàñòè D ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿëàñü ãàðìîíè÷åñêîé, òî
åñòü óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0

â îáëàñòè D. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) çàäàíà
â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî
íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) = u + iv, òî åñòü âîññòàíîâèòü àíà-
ëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî çàäàííîé åå äåéñòâèòåëüíîé (èëè ìíèìîé) ÷àñòè.
Ïðè ýòîì ñîïðÿæåííàÿ ñ u(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v(x, y) íàõîäèò-
ñÿ ïðè ïîìîùè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà:

v(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy + C, (1)
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ãäå (x0, y0) ∈ D è (x, y) ∈ D (èíòåãðàë íå çàâèñèò îò êðèâîé, ñîåäèíÿþ-
ùåé òî÷êè (x0, y0) è (x, y), à çàâèñèò ëèøü îò òî÷êè (x, y), åñëè òî÷êà
(x0, y0) ôèêñèðîâàíà).

Åñëè îáëàñòü D íå îäíîñâÿçíà, òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ v(x, y) , à ñëå-
äîâàòåëüíî, è f(z) = u+ iv ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîäíîçíà÷íûìè.

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ëàïëàñà. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì:

∂u

∂x
= −e−y sin x+ 1,

∂2u

∂x2 = −e−y cosx,

∂u

∂y
= −e−y cosx,

∂2u

∂y2 = e−y cosx.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàøåé ôóíêöèè óðàâíåíèå Ëàïëàñà âûïîëíåíî ïðè
âñåõ x è y; òî åñòü îíà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé íà âñåé ïëîñêîñòè.

Òåïåðü íàéäåì ñîïðÿæåííóþ ïî îòíîøåíèþ ê u(x, y) (òî åñòü ñâÿçàí-
íóþ ñ íåé óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà) ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v(x, y), òî-
ãäà f(z) = u+iv è áóäåò èñêîìîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äëÿ íàõîæäå-
íèÿ v(x, y), ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1) èëè íåïîñðåäñòâåííî
óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà. Â ýòîì ïðèìåðå ïîêàæåì êàê äëÿ íàõîæäåíèÿ
v(x, y) èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

Ïî îäíîìó èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíåíî:

∂v

∂y
=
∂u

∂x
= −e−y sin x+ 1.

Ôèêñèðóåì x = x0, ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè v(x, y) âîçíèêàåò
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dv

dy
(x0, y) = −e−y sin x0 + 1.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

v(x0, y) =
∫

(−e−y sin x0 + 1) dy = e−y sin x0 + y + c(x0),

çàòåì, âàðüèðóÿ êîíñòàíòó x0, ïîëó÷èì

v(x, y) = e−y sin x+ y + c(x).
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Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ôóíêöèþ c(x). Èç v′x = −u′y � âòîðîãî óñëîâèÿ Êîøè-
Ðèìàíà, íàõîäèì

e−y cosx+ c′(x) = e−y cosx =⇒ c′(x) = 0 =⇒ c(x) = const.

Òàêèì îáðàçîì,

f(z) = (e−y cosx+ x) + i (e−y sin x+ y + c) =

= e−y(cosx+ i sin x) + (x+ i y) + i c = eiz + z + i c.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå f(0) = 1, ïîëó÷èì ei 0 + 0 + i c = 1, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî c = 0. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Îòâåò: f(z) = ei z + z.

á). Âîññòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) ïî èçâåñòíîé ìíèìîé ÷à-

ñòè v(x, y) = 3 + x2 − y2 − y

2(x2 + y2)
.

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëà-
ïëàñà â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ïðè |z| > 0. Èìååì:

∂v

∂x
= 2x+

xy

(x2 + y2)2 ,
∂2v

∂x2 = 2 +
y3 − 3x2y

(x2 + y2)3 ;

∂v

∂y
= −2y − x2 − y2

2(x2 + y2)2 ,
∂2v

∂y2 = −2 +
3x2y − y3

(x2 + y2)3 .

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0 è ôóíêöèÿ v(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîé ïðè |z| > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ u(x, y) âîñïîëüçóåìñÿ êðèâîëèíåéíûì
èíòåãðàëîì. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü:

u(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)

∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy + c.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè òî÷êó
(x0, y0) = (1, 0), â êà÷åñòâå êðèâîé L, ñîåäèíÿþùåé ýòó òî÷êó ñ òî÷-
êîé (x, y), âûáåðåì ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îòðåçêîâ, ïàðàëëåëüíûõ
îñÿì êîîðäèíàò: ñ íà÷àëîì â òî÷êå (1, 0), êîíöîì â òî÷êå (x, 0) è ñ íà÷àëîì
â òî÷êå (x, 0), êîíöîì â òî÷êå (x, y). Òîãäà, ïåðåîáîçíà÷àÿ ïåðåìåííûå
èíòåãðèðîâàíèÿ: x = t, y = s, áóäåì èìåòü

u(x, y) =
x∫

1

−2 · 0− t2 − 0

2(t2 + 0)2

 dt− y∫
0

2x+
xs

(x2 + s2)2

 ds =
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=
1

2t

∣∣∣∣∣
x

1
−2xs|y0 −

x

2

y∫
0

d(x2 + s2)

(x2 + s2)2 =
1

2x
− 1

2
− 2xy +

+
x

2

(
1

x2 + y2−
1

x2

)
+ c =

x

2(x2 + y2)
− 2xy + c,

îòêóäà

f(z) =
x

2(x2 + y2)
− 2xy + c+ i

3 + x2 − y2 − y

2(x2 + y2)

 .
Òåïåðü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò
z, äîñòàòî÷íî â íàéäåííîì âûðàæåíèè ïîëîæèòü x = z, y = 0. Îêîí÷à-
òåëüíî èìååì

Îòâåò: f(z) =
1

2z
+ i (3 + z2) + c.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ìû ïîëó÷èëè â ðåçóëüòàòå îäíîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ f(z), õîòÿ îáëàñòü D = {z : z ∈ C, |z| > 0}, â êîòîðîé çàäàííàÿ
ôóíêöèÿ v(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, íå áûëà îäíîñâÿçíîé.

IV. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò çàäàííîé ôóíêöèè f(z) ïî çàäàííîé êðèâîé C.

à). Âû÷èñëèòü
∫
C
zIm z2dz, ãäå C � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè

z1 = 1 è z2 = 2 + i.

Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàíà óðàâíåíèåì z(t) = x(t)+iy(t), ãäå t ∈ [α, β] . Èí-
òåãðàë ïî êðèâîé C îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z) ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë, à äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçî-
âàòü îäíî èç âûðàæåíèé:∫

C
f(z) dz =

∫ β
α
f(z(t))z′(t)dt =

∫ β
α
f(x(t), y(t))(dx(t) + i dy(t)).

Â íàøåì ñëó÷àå êðèâóþ C � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 =
1 = (1, 0) è z2 = 2 + i = (2, 1), ìîæíî çàäàòü ÿâíûì óðàâíåíèåì â êîîð-
äèíàòàõ (x, y) : y = x − 1, 1 ≤ x ≤ 2. Â ñëó÷àå ÿâíîãî çàäàíèÿ èìååì
x(t) = x, y(t) = y(x), dz = (1 + i y′(x))dx, îòêóäà∫

C
zIm z2dz =

∫ 2

1
(x+ i (x− 1))Im (x+ i (x− 1))2(1 + i (x− 1)′)dx =

=
∫ 2

1
(x(1 + i)− i))(2x(x− 1))(1 + i)dx =

= 2(1 + i)
∫ 2

1
((1 + i)x3 − (1 + 2i)x2 + ix)dx = 5/3 + 4i.

Îòâåò:
∫
C

zIm z2dz = 5/3 + 4i.
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á). Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
C

Ln z dz, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = 2 è Ln 1 = 0,

êîíòóð îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
Äàííàÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé. Â ýòîì ñëó-

÷àå âûäåëÿþò îäíîçíà÷íóþ âåòâü ôóíêöèè çàäàíèåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â íåêîòîðîé òî÷êå. Ïðè ýòîì, åñëè êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàìêíóòà (çà-
ìêíóòûé êîíòóð), òî íà÷àëüíîé òî÷êîé ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ
òà òî÷êà, â êîòîðîé çàäàíî çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè (ðåçóëü-
òàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ïðè
ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷êàõ ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûìè, òàê êàê ïðè ýòîì
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ìû èíòåãðèðóåì ðàçëè÷íûå íåïðåðûâíûå âåòâè çà-
äàííîé ôóíêöèè). Èìååì

Ln z = log z + i 2πk, ãäå k = 0,±1,±2, ...,

ãäå log z = log |z| + i arg z, à ϕ = arg z � çíà÷åíèå àðãóìåíòà èç ïðî-
èçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà äëèíû 2π. Êîíêðåòíûé âûáîð
ýòîãî ïðîìåæóòêà îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè íà îäíî-
çíà÷íûå âåòâè èç êîòîðûõ îíà �ñêëååíà�. Ôóíêöèÿ log z = log |z|+ i arg z,
arg z ∈ (−π, π) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì (ãëàâíîé âåòâüþ) ëîãàðèô-
ìà. Òàê êàê â óñëîâèè çàäàíî çíà÷åíèå Ln 1 = 0 è óêàçàíî, ÷òî êîíòóð
îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî èíòåãðèðîâàòü íóæíî ôóíê-
öèþ log z = log |z|+ i ϕ � íåïðåðûâíóþ âåòâü ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè,
ñîîòâåòñòâóþùóþ âîçðàñòàíèþ àðãóìåíòà ϕ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 2π.

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè C : |z| = 2 çàäàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ z îò ïî-
ëÿðíîãî óãëà ϕ è èìååò âèä z = 2 ei ϕ, îòêóäà

dz = 2 i ei ϕdϕ, log z = log 2 + i ϕ, ãäå 0 ≤ ϕ < 2π.

Òîãäà
∫
C

log z dz =
∫ 2π

0
(log 2 + i ϕ)2 i ei ϕdϕ =

= 2 i
(
−i ei ϕ log 2 + ϕei ϕ + i ei ϕ

)∣∣∣2π
0 = 4πi.

Îòâåò:
∫
C

Ln z dz = 4πi.

â) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
C

(x − a) dz, ãäå C � îêðóæíîñòü |z − a| = a,

êîíòóð îáõîäèòñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
Çàäàäèì îêðóæíîñòü óðàâíåíèåì z − a = a ei ϕ, ïðè÷åì ϕ ïðîáåãàåò

çíà÷åíèÿ îò π äî −π (â äàííîì ñëó÷àå íóæíî èíòåãðèðîâàòü îäíîçíà÷-
íóþ ôóíêöèþ, ïîýòîìó âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êè è ïðîìåæóòêà äëèíû 2π,
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â êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ ϕ = arg(z − a), íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò). Ïðè ýòîì
dz = aieiϕdϕ = ai(cosϕ+ i sinϕ)dϕ, x− a = Re(z − a) = a cosϕ.
Òàêèì îáðàçîì, ìåíÿÿ çíàê â ñâÿçè ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà, èìååì∫

C
(x− a)dz = −a2i

∫ π
−π

(cos2 ϕ+ i cosϕ sinϕ)dϕ = −a2πi.

Îòâåò:
∫
C

(x− a) dz = −a2 π i.

V. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè
z = z0. Íàéòè îáëàñòü ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè ïîëó÷åííûì ðÿäîì.

à) f(z) = log(3 + 2z) (îäíîçíà÷íàÿ ãëàâíàÿ âåòâü ëîãàðèôìà), z0 = 1.
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ v = z − 1. Òîãäà

log(3 + 2z) = log(3 + 2(v + 1)) = log 5 + log

(
1 +

2v

5

)
.

Òåïåðü, ïîëîæèâ w = 2v/5 = 2(z − 1)/5, âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì
ðàçëîæåíèåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè

log(1 + w) =
∞∑
n=1

(−1)n−1w
n

n
ïðè |w| < 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì

log(3 + 2z) = log 5 +
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
2

5

)n
(z − 1)n.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |w| = 2|z − 1|/5 < 1 èëè ïðè
|z − 1| < 5/2, òî åñòü â êðóãå ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1, ðàäèóñà R = 5/2.

á) f(z) = (z2 − π z + π2) sin 3z, z0 = π/2.
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ v = z − π/2. Òîãäà

(z2 − πz + π2) sin 3z =

(v +
π

2

)2
− π

(
v +

π

2

)
+ π2

 sin 3

(
v +

π

2

)
=

= −
(
v2 + 3π2/4

)
cos 3v.

Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå cosw =
∞∑
n=0

((−1)nw2n/(2n)!), |w| <
∞, îòêóäà, ïîëàãàÿ w = 3v,

45



ïîëó÷èì ïðè âñåõ v

f(z) = −
(
v2 +

3

4
π2
) ∞∑
n=0

(−1)n 32n v2n

(2n)!
=

=
∞∑
n=0

(−1)n+1 32n

(2n)!
v2n+2 +

3

4
π2

∞∑
n=0

(−1)n+1 32n

(2n)!
v2n.

Çàìåíèì â ïåðâîé èç ñóìì ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ:
n+ 1 = k, k = 1,2, . . . è ïðåîáðàçóåì ýòó ñóììó ê âèäó

∞∑
n=0

(−1)n+1 32n

(2n)!
v2n+2 =

∞∑
k=1

(−1)k 32k−2

(2k − 2)!
v2k.

Âî âòîðîé ñóììå âûäåëèì ïåðâîå ñëàãàåìîå è, àíàëîãè÷íî, çàìåíèì ïåðå-
ìåííóþ ñóììèðîâàíèÿ: n = k , ïîëó÷èì

3

4
π2
∞∑
0

(−1)n+1 32n

(2n)!
v2n = −3

4
π2 − 3

4
π2

∞∑
k=1

(−1)k 32k

(2k)!
v2k.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ v = z − 1 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(z) =
∞∑
k=1

(−1)k 32k−2

(2k − 2)!
v2k − 3

4
π2 − 3

4
π2

∞∑
k=1

(−1)k 32k

(2k)!
v2k =

= −3

4
π2 +

∞∑
k=1

(−1)k
 32k−2

(2k − 2)!
− π2

4
· 3

2k+1

(2k)!

 (z − 1)2k =

= −3

4
π2 +

1

4

∞∑
k=1

(−1)k
32k−2(16k2 − 8k − 27π2)

(2k)!
(z − 1)2k

ïðè |z| <∞.

â) f(z) = (1− z)−2, z0 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî
1

(1− z)2 =
d

dz

(
1

1− z

)
. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn ïðè |z| < 1, è äèôôåðåíöèðóÿ ïî÷ëåííî ñòåïåííîé pÿä
∞∑
n=0

zn âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè |z| < 1, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå

1

(1− z)2 =
∞∑
n=1

n zn−1, ñïðàâåäëèâîå ïðè |z| < 1.

ã). f(z) =
2z − 1

z2 − z − 2
, z0 = 1.

Ââåäåì ïåðåìåííóþ v = z − 1. Òîãäà f(z(v)) =
2 v + 1

v2 + v − 2
.
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Ðàçëîæèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà ïðîñòåéøèå

2 v + 1

v2 + v − 2
=

1

v + 2
+

1

v − 1
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì ñòåïåííîé ôóíêöèè (1+w)−1 =
∞∑
n=0

(−1)nwn, ñïðàâåäëèâûì ïðè |w| < 1, îòêóäà, ïîëàãàÿ w = v/2 è

w = −v, íàõîäèì
1

v + 2
=

1

2
· 1

1 + v/2
=

1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(
v

2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)n
vn

2n+1 , |v| < 2;

1

v − 1
= − 1

1− v
= −

∞∑
n=0

vn, |v| < 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé z, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n

2n+1 −
∞∑
n=0

(z − 1)n =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 − 1

 (z − 1)n,

ñïðàâåäëèâîå ïðè |v| = |z − 1| < 1, òî åñòü âíóòðè êðóãà ðàäèóñà R = 1
ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = 1.

VI. Ðàçëîæèòü óêàçàííóþ ôóíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà â óêàçàííîé îáëàñòè.

à). Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = (2− z − z2)−1 â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì
z â êàæäîé èç îáëàñòåé àíàëèòè÷íîñòè ýòîé ôóíêöèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé àíàëèòè÷íîñòè ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü íà

ìíîæèòåëè, èìååì: f(z)=
1

(1− z)(z + 2)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(z)

àíàëèòè÷íà â îáëàñòÿõ: D1 = {z : |z| < 1}, D2 = {z : 1 < |z| < 2},
D3 = {z : |z| > 2}. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä
Ëîðàíà â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé, ïðåäñòàâèì f(z) â âèäå ñóììû ïðî-

ñòåéøèõ äðîáåé: f(z) =
1

3

(
1

1− z
+

1

z + 2

)
. Òåïåðü íàéäåì äëÿ êàæäîé

èç ïðîñòåéøèõ äðîáåé âñå âîçìîæíûå èõ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì z. Òàê
êàê ó îáåèõ äðîáåé èìååòñÿ òîëüêî îäíà îñîáàÿ òî÷êà, òî äëÿ ëþáîé èç
íèõ òàêèõ ðàçëîæåíèé ðîâíî äâà (ïðèâîäèì èõ áåç êîýôôèöèåíòà 1/3 ).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèé èñïîëüçóåì ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íîé óáû-

âàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: a0 + a0 · q + a0 · q2 + . . . =
a0

1− q
,

|q| < 1.

Ïðè |z| < 1 èìååì
1

1− z
=
∞∑
n=0

zn, a0 = 1, q = z. (1)
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Åñëè æå |z| > 1 (òî åñòü âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà), òî

1

1− z
= − 1

z(1− 1/z)
=
∞∑
n=0

(
−1

z

) (
1

z

)n
= −

∞∑
n=0

1

zn+1 , (2)

â ýòîì ñëó÷àå a0 = −1/z, q = 1/z, à èç |q| = 1/|z| < 1 ñëåäóåò, ÷òî
|z| > 1.

Àíàëîãè÷íî, åñëè |z| < 2, òî

1

z + 2
=

1

2(1 + z/2)
=
∞∑
n=0

(−1)n zn

2n+1 , a0 =
1

2
, q = −z

2
, (3)

à ïðè |z| > 2 (âî âíåøíîñòè êðóãà ðàäèóñà 2)

1

z + 2
=

1

z(1 + 2/z)
=
∞∑
n=0

(−1)n
2n

zn+1 , a0 =
1

z
, q = −2

z
. (4)

Ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |q| = 2/|z| < 1, òî åñòü ïðè |z| > 2.
Ñëåäîâàòåëüíî, â êðóãå D1 ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ (1) è (3); â êîëüöå

D2 ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ (2) è (3); íàêîíåö, â îáëàñòè D3 � âíåøíîñòè
êðóãà ðàäèóñà 2 � ðàçëîæåíèÿ (2) è (4).

Òàêèì îáðàçîì, â êðóãå D1 èìååì

f(z) =
1

3

∞∑
n=0

zn +
1

3

∞∑
n=0

(−1)n zn

2n+1 =
1

3

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 + 1

 zn;
â êîëüöå D2 èìååì

f(z) = −1

3

∞∑
n=0

1

zn+1 +
1

3

∞∑
n=0

(−1)n zn

2n+1 =
1

3

∞∑
n=0

(−1)nzn

2n+1 − 1

3

∞∑
n=1

1

zn
;

âî âíåøíîñòè êðóãà ðàäèóñà 2 � îáëàñòè D3 � èìååì

f(z) = −1

3

∞∑
n=0

1

zn+1 +
1

3

∞∑
n=0

(−1)n 2n

zn+1 =
1

3

∞∑
n=0

[(−1)n2n − 1]
1

zn+1 =

=
1

3

∞∑
n=1

(−1)n−12n−1 − 1

zn
.

á) Ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèþ f(z) =
exp (2z + 3)

z − 1
â êîëüöå

0 < |z − 1| <∞.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(z) =
exp (2z + 3)

z − 1
ðåãóëÿðíà â êîëüöå

0 < |z − 1| <∞, â ýòîì êîëüöå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå åå ïðåäñòàâëåíèå
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ðÿäîì âèäà
∞∑
−∞

cn (z − 1)n, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöèè

f(z) â êîëüöå 0 < |z−1| <∞. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿ-
äà âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì ew =

∞∑
n=0

wn

n!
, ñïðàâåäëèâûì

ïðè âñåõ w (|w| <∞). Ïðè w = 2(z − 1) áóäåì èìåòü:

exp(2z + 3) = e5 exp(2(z − 1)) = e5
∞∑
n=0

2n (z − 1)n

n!
, |z − 1| <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êîëüöå 0 < |z − 1| <∞ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(z) =
exp(2z + 3)

(z − 1)
=

e5

z − 1
+ e5

∞∑
n=1

2n (z − 1)n−1

n!
=

=
e5

z − 1
+ e5

∞∑
k=0

2k+1 (z − 1)k

(k + 1)!
.

VII. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
L
f(z) dz îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà f(z)

ïî óêàçàííîìó çàìêíóòîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó êîíòóðó L ïðè ïîìîùè âû÷å-
òîâ.

à) f(z) =
cos az

z2 (ez + 1)
, ãäå a � âåùåñòâåííûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, à

L = {z : |z − i/2| = 3}.
Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(z) =

cos az

z2 (ez + 1)
èìååò â êðóãå

|z − i/2| < 3 äâå îñîáûå òî÷êè: z1 = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà è z2 = π i�
ïðîñòîé ïîëþñ. Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ èìååì

∫
L

cos az dz

z2 (ez + 1)
dz = 2π i (res z=0f(z) + res z=πif(z)) .

Íàéäåì âû÷åòû â îñîáûõ òî÷êàõ: res z=0f(z) = lim
z→0

d(z2 f(z))

dz
=

= lim
z→0

d

dz

(
cos az

ez + 1

)
= lim

z→0

−a sin az (ez + 1)− ez cos az

(ez + 1)2 = −1

4
,

res z=πif(z) =

cos az

z2 · 1

(ez + 1)′

∣∣∣∣∣∣
z=πi

=
cos aπi

(πi)2eπi
=

ch aπ

π2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
L

cos az dz

z2 (ez + 1)
dz = 2π i

(
ch aπ

π2 − 1

4

)
.
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á) f(z) = (2z− 1) sin
π z

a(z − 1)
, ãäå a � âåùåñòâåííûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð,

à L = {z : |z| = 2}.
Ôóíêöèÿ f(z) = (2z− 1) sin

π z

a(z − 1)
â êðóãå |z| < 2 èìååò îäíó ñóùå-

ñòâåííî îñîáóþ òî÷êó z0 = 1, ïîýòîìó, ïðèìåíèâ òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ,
áóäåì èìåòü ∫

L

(2z − 1) sin
π z

a(z − 1)
dz = 2πires z=1f(z).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âû÷åòà â ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êå íåîáõîäèìî çíàòü
ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1.

Çàïèøåì ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1 ôóíêöèè sin
π z

a(z − 1)
:

sin
π z

a(z − 1)
= sin

π
a

+
π

a(z − 1)

 = sin
π

a
cos

π

a(z − 1)
+

+ cos
π

a
sin

π

a(z − 1)
= sin

π

a

1− π2

2a2 (z − 1)2 + . . .

+

+ cos
π

a

 π

a(z − 1)
− π3

6a3(z − 1)3 + . . .

 .
Òîãäà âû÷åò ôóíêöèè f(z) = (2(z − 1) + 1) sin

π z

a(z − 1)
â òî÷êå z = 1

áóäåò ðàâåí êîýôôèöèåíòó c−1 ïðè (z − 1)−1 â ýòîì ïðîèçâåäåíèè. Ýòîò
êîýôôèöèåíò âîçíèêàåò ïðè óìíîæåíèè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè sin
π z

a(z − 1)
â ðÿä Ëîðàíà íà 2 (z−1) è âòîðîãî ñëàãàåìîãî ýòîãî

ðàçëîæåíèÿ íà 1 . Îòñþäà èìååì c−1 =
π

a

(
cos

π

a
− π

a
sin

π

a

)
. Ñëåäîâàòåëü-

íî,

∫
L

(2z − 1) sin
π z

a(z − 1)
dz = 2πi c−1 =

2iπ2

a

(
cos

π

a
− π

a
sin

π

a

)
.
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VIII. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë I =

∞∫
0

cosmx

a2x2 + b2
dx, ãäå a, b, m �

âåùåñòâåííûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì ab > 0, m > 0.

Çàìåòèì, ÷òî I =
1

2
Re

∞∫
−∞

eimx

a2x2 + b2 dx. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ

íåïðåðûâíîé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè (çíàìåíàòåëü íå èìååò âåùåñòâåííûõ
êîðíåé) ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R (z) ïðèm > 0 ñïðàâåäëèâî

∞∫
−∞

R (x) eimx dx = 2πi
∑
k

res z=zk
(
R (z)eimx

)
,

ãäå ñóììà âû÷åòîâ áåðåòñÿ ïî âñåì ïîëþñàì ôóíêöèè R (z), ðàñïîëîæåí-
íûì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0. Åñëè æå m < 0, òî

∞∫
−∞

R (x) eimx dx = −2π i
∑
k

res z=zk
(
R (z)eimx

)
,

ãäå ñóììà âû÷åòîâ áåðåòñÿ ïî âñåì ïîëþñàì ôóíêöèè R (z), ðàñïîëîæåí-
íûì â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z < 0 . Òàê êàê â óñëîâèè çàäà÷è m > 0,

à â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè R (z) = =
1

a2z2 + b2 èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ

ïåðâîãî ïîðÿäêà z = i · b
a
, òî

∞∫
−∞

eimx

a2x2 + b2 dx = 2π ires z=ib/af(z) = 2π i
eimz

(a2z2 + b2)′

∣∣∣∣∣∣
z=ib/a

=

=
π

ab
exp

(
−bm
a

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I =
π

2ab
exp

(
−bm
a

)
.
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Ðàñ÷åòíûå çàäàíèÿ

I. Èçîáðàçèòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî D.

1. D = {z : |z − 4| ≤ 5, |z + i| > 2}.

2. D = {z : |z − 1− i| >
√

2, |z − 2− 2i| ≤ 2
√

2}.

3. D = {z : 2 ≤ |z + 2| < 3, −π/2 < arg z ≤ π/2}.

4. D = {z : 1 < |z + 1− 2i| ≤ 3, π ≤ arg z < 2π}.

5. D = {z : 1 ≤ |z + 3− 2i| < 4, | arg z| ≤ 3π/4}.

6. D = {z : 2 < |z + 2 + 4i| ≤ 5, | arg z| > π/2}.

7. D = {z : |z| > 3 + Re z, π/2 ≤ arg z < 2π/3}.

8. D = {z : |z + 2 + 3i| < 3, π ≤ arg z ≤ 3π/2}.

9. D = {z : |z| ≤ 5, |3π/2− arg z| < π/3}.

10. D = {z : |z| < 6− Re z, | Im z| ≤ 4}.

11. D = {z : |z| ≥ 3− Re z, | Im z| > 4}.

12. D = {z : |z| > 3, |z − 4| ≤ 2, −π/2 ≤ arg z < 0}.

13. D = {z : |z − 1| < 1, Re z + Im z ≤ 1}.

14. D = {z : |z + i| ≤ 1, |3π/2− arg z| < π/3}.

15. D = {z : |z − 3 + 2i| ≤ 2, 0 < Re (iz) ≤ 1}.

16. D = {z : |z| ≤ 4− Im z, 0 < arg z < π}.

17. D = {z : |z| > 1 + Im z, |z − i| ≤ 2}.

18. D = {z : 1 < |z − 1| ≤ 2, π/4 ≤ arg z < π/3}.

19. D = {z : |z| ≤ 4 + Re z, |z − 0,5| < 4}.

20. D = {z : |z − 4− 3i| ≥ 2, Re z + Im z < 1}.

21. D = {z : π/4 ≤ arg z ≤ 3π/4, |Re (iz)| < 1}.

22. D = {z : |z + 1− i| >
√

2, | Im (iz)| ≤ 1}.

23. D = {z : 1 ≤ |z − 3 + 2i| < 3, Im(z2) ≥ 2}.
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24. D = {z : 2 < |z − 3 + 4i| ≤ 4, Re z + Im z > 1}.

25. D = {z : −3π/4 ≤ arg z ≤ −π/4,−6 ≤ Im z ≤ −3}.

26. D = {z : |z| < 2− Re z, |z + 1| ≤ 2}.

27. D = {z : |z + i| ≥ 1, |z − 3i| < 5}.

28. D = {z : |z + 2− 2i| > 3, π/2 ≤ arg z < π}.

29. D = {z : |7π/4− arg z| < π/4, |z − 1| ≤ 2}.

30. D = {z : 0 < Re (iz) < 2, | arg z| ≥ π/4}.

II. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óêàçàííîé òî÷êå.

1. 32+ i.

2. i1+ i

3. Ln (1 + i) .

4. (−2)
√

2

5. 4 i.

6. (3 + 4i)1+ i

7.
(

1− i√
2

)1+ i

.

8. Ln

(
1− i√

2

)

9. Ln (2− 3i) .

10. Ln (−2− 3i)

11. cos (5− i) .

12. sin (1− 5i)

13. tg (2− i) .

14. sh (−3 + i)

15. exp (exp i).

16. exp(exp(1 + πi/2))

17. cos (2 + i) .

18. sin (2i)

19. ctg (π/4− i log 2) .

20. cth (2 + i)

21. tg (2− i) .

22. Arctg (1 + 2i)

23. Arctg
(√

2− i
)
.

24. Arcth (1− i)

25. Arcsin (i) .

26. Arcch (2i)

27. Arcth (1− i) .

28. 1 + i+ sh (1 + i)

29. (2− i) exp (2− i).

30. ch (3− 2i)
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III. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî èçâåñòíîé åå äåéñòâèòåëüíîé èëè
ìíèìîé ÷àñòè.

1. v(x, y) = 2 cosx ch y − x2 + y2, f(0) = 2i.

2. v(x, y) = −2 sin (2x) sh (2y) + y, f(0) = 2.

3. v(x, y) = exp

(
−y

2

)
cos

x

2
− y3

3
+ x2y.

4. u(x, y) = sh
y

2
sin

x

2
+ 4(x2 − y2)− 4x+ 1.

5. u(x, y) = ch
y

2
cos

x

2
− 2xy − 2x.

6. v(x, y) = exp (−2y) sin (2x)− x3

3
+ xy2.

7. v(x, y) = − y

x2 + y2 , f(π) =
1

π
.

8. u(x, y) = exp (2y) sin (2x) + 3xy2 − x3.

9. u(x, y) =
x

x2 + y2 .

10. v(x, y) =
x

x2 + y2 .

11. u(x, y) = 2 sin x ch y − x.

12. v(x, y) = 2(ch x sin y − xy), f(0) = 0.

13. u(x, y) = x2 + 2x− y2, f(i) = 2i− 1.

14. v(x, y) = ch
y

3
sin

x

3
+ 2xy + 4y.

15. u(x, y) = sh (2x) cos (2y) + x2 − y2 + 4y − 4.

16. v(x, y) = sh
y

3
cos

x

3
+ 4(x2 − y2)− 4x+ 1.

17. u(x, y) = sh 3y cos 3x+ 4(x2 − y2) + 4y − 1.

18. v(x, y) = 2(2 shx sin y + xy), f(0) = 3.

19. v(x, y) = sh
x

2
sin

y

2
− 8xy + 4x.

20. u(x, y) = ch (3y) sin (3x)− 8xy + 4y.
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21. v(x, y) = ch (2y) cos (2x) + x2 − y2 − 2y + 1.

22. u(x, y) = 3x2y − y3 + x+ 5.

23. v(x, y) = arctg
y

x
, f(1) = 0.

24. u(x, y) = x2 − y2 − x.

25. v(x, y) = log(x2 + y2) + x− 2y.

26. u(x, y) = 2 expx cos y + x2y2 − x4 + y4

6
.

27. v(x, y) = 3 + x2 − y2 − y

2(x2 + y2)
.

28. u(x, y) = x2 − y2 + 5x+ y − y

x2 + y2 .

29. v(x, y) = sh (2y) sin (2x) + x2 − y2 + 2x− 1.

30. u(x, y) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3.

IV. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî çàäàííîé êðèâîé â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè.

1.
∫
C

Re z dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z − 1| = 1 , Im z ≥ 0. Íà÷àëî ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 2.

2.
∫
C

x dz, C � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè z = 2 + i.

3.
∫
C

x dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1, 0 ≤ arg z ≤ π . Íà÷àëî ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 1.

4.
∫
C

x dz, C � îêðóæíîñòü |z−a| = R. Îáõîä êîíòóðà â ïîëîæèòåëüíîì

íàïðàâëåíèè.

5.
∫
C

y dz, C � îêðóæíîñòü |z−a| = R. Îáõîä êîíòóðà â îòðèöàòåëüíîì

íàïðàâëåíèè.

6.
∫
C

y dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1, Im z ≥ 0. Íà÷àëî ïóòè èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 1.
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7.
∫
C

(z − 1) dz, C � ëîìàíàÿ ABCD ñ âåðøèíàìè A(−2; 0), B(−1; 1),

C(1; 1), D(2; 0).

8.
∫
C

y dz, C � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè z = 2− i.

9.
∫
C

z dz, C � îêðóæíîñòü |z− 2| = 2. Îáõîä êîíòóðà â îòðèöàòåëüíîì

íàïðàâëåíèè.

10.
∫
C

Im z dz , C � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1; 1), B(2; 0).

11.
∫
C

Re z dz, C � îêðóæíîñòü |z−2| = 2. Îáõîä êîíòóðà â ïîëîæèòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè.

12.
∫
C

Ln z dz, C � îêðóæíîñòü |z| = R,LnR = logR + 2πi. Îáõîä êîí-

òóðà â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

13.
∫
C

Ln z dz, C � îêðóæíîñòü |z| = R,LnR = logR + 2πi. Îáõîä êîí-

òóðà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

14.
∫
C

Im z dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z − 1| = 1, Re z ≥ 1. Íà÷àëî ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 1− i.

15.
∫
C

Im z dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z − 1| = 1, Im z ≥ 0. Íà÷àëî ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 2.

16.
∫
C

z2 Ln z dz, C � îêðóæíîñòü |z| = 1, Ln 1 = 0. Îáõîä êîíòóðà â

îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

17.
∫
C

Re z dz, C � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1; 1), B(2; 0).

18.
∫
C

Im z dz, C � îêðóæíîñòü |z−2| = 3. Îáõîä êîíòóðà â ïîëîæèòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè.

19.
∫
C

|z| dz, C � îêðóæíîñòü |z| = R. Îáõîä êîíòóðà â îòðèöàòåëüíîì

íàïðàâëåíèè.

20.
∫
C

|z| dz, C � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1; 1), B(2; 1).
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21.
∫
C

z dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z − 1| = 1, Re z ≥ 1. Íà÷àëî ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 1− i.

22.
∫
C

|z| dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1, Im z ≥ 0. Íà÷àëî ïóòè èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 1.

23.
∫
C

|z| dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1, Re z ≥ 0. Íà÷àëî ïóòè èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = i.

24.
∫
C

Re z dz, C � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1; 1), B(2; 1).

25.
∫
C

Re z dz, C � ïîëóîêðóæíîñòü |z − 1| = 1, Re z ≤ 1. Íà÷àëî ïóòè

èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå z = 1− i.

26.
∫
C

z dz, C � ëîìàíàÿ OABO ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(1; 1) , B(2; 1).

27.
∫
C

Re z dz, C � ëîìàíàÿ OABO ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(−1; 1), B(1; 1).

28.
∫
C

Im z dz, C � ëîìàíàÿ OABO ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(2; 1), B(4; 0).

29.
∫
C

(z − Re z) dz, C � îêðóæíîñòü |z| = 1. Îáõîä êîíòóðà â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè.

30.
∫
C

|z| dz, C � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè z = 3− 4i.

V. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è óêàçàòü
îáëàñòü, â êîòîðîé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò äàííóþ ôóíêöèþ.

1. f(z) = 6 sin z3 + z3(z6 − 6), z0 = 0.

2. f(z) = (z + 1)(z2 + 5z + 6)−1, z0 = −1.

3. f(z) = (z + 1)(z − 2)−1, z0 = 1.

4. f(z) = sh z =
1

2
(exp z − exp (−z)), z0 = 0.

5. f(z) = (z − 1)(z + 3)−1, z0 = −1.
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6. f(z) = z2(exp(z2)− 1), z0 = 0.

7. f(z) = sh z =
1

2
(exp z − exp (−z)), z0 = 1.

8. f(z) = (3z − 3)(z2 − z − 2)−1, z0 = 1.

9. f(z) = (z + 1)(z − 2)−1, z0 = 0.

10. f(z) = z exp z, z0 = 1.

11. f(z) =
z

z + 2
, z0 = 1.

12. f(z) = z2(1 + z)−2, z0 = 0.

13. f(z) = ch z =
1

2
(exp z + exp (−z)), z0 = 0.

14. f(z) = z (z2 − 2z + 5)−1, z0 = 1.

15. f(z) = z2 exp z, z0 = 1.

16. f(z) = log

(
1 + z

1− z

)
, z0 = 0.

17. f(z) = cos2 z, z0 = 0.

18. f(z) = (z2 − 3z + 2)−1, z0 = 0.

19. f(z) = sin2 z, z0 = 0.

20. f(z) = (z + 1)(1 + z2)−1, z0 = 0.

21. f(z) = z log (1 + 2z), z0 = 1.

22. f(z) = (3z − 3)(z2 − z − 2)−1, z0 = 0.

23. f(z) = log (2 + z), z0 = 0.

24. f(z) = log

(
1− z
1 + z

)
, z0 = 0.

25. f(z) = ch z =
1

2
(exp z + exp (−z)), z0 = 1.

26. f(z) = sin2 z, z0 = −1.

27. f(z) = exp (2z − 1)− exp 1, z0 = 1.
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28. f(z) = sh z =
1

2
(exp z − exp (−z)), z0 = −2.

29. f(z) = sin (2z − z2), z0 = 1.

30. f(z) = z2 log (3− 2z), z0 = 2.

VI. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) â ðÿä Ëîðàíà â óêàçàííîé îáëàñòè

1. f(z) = z−1(1− z)−1, 0 < |z| < 1.

2. f(z) = (z + 1) exp (−1/z2), 0 < |z| <∞.

3. f(z) = (3z/2− 1/z) cos(1/z), 0 < |z| <∞.

4. f(z) = z−1(1− z)−1, 0 < |z − 1| < 1.

5. f(z) = (z − 1) sin(1/z), 0 < |z| <∞.

6. f(z) =
z2 − 2z + 5

(z − 2) (z2 + 1)
, 1 < |z| < 2.

7. f(z) = (z2 − 3z + 2)−1, 2 < |z| <∞.

8. f(z) = z2 sin

(
1

z − 1

)
, 0 < |z − 1| <∞.

9. f(z) = z exp

(
1

1− z

)
, 0 < |z − 1| <∞.

10. f(z) = 2 (z2 − 6z + 8)−1, 2 < |z| < 4.

11. f(z) = z2 exp(1/z), 0 < |z| <∞.

12. f(z) = exp

(
z

1− z

)
, 0 < |z − 1| <∞.

13. f(z) = (z2 − 3z + 2)−1, 1 < |z| < 2.

14. f(z) = z−2 cos (z + 1), 0 < |z| <∞.

15. f(z) = 3 (z2 − 7z + 10)−1, 2 < |z| < 5.

16. f(z) =
z2 − 2z + 5

(z − 2) (z2 + 1)
, 0 < |z − 2| <

√
5.

17. f(z) = 2 (z2 − 6z + 8)−1, 0 < |z − 4| < 2.

18. f(z) = (z − 1)−1 exp z, 0 < |z − 1| <∞.
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19. f(z) = 3 (z2 − 5z + 4)−1, 1 < |z| < 4.

20. f(z) = (z − 1)−1 exp (z2 − 2z), 0 < |z − 1| <∞.

21. f(z) = z−1(1− z)−1, |z| > 1.

22. f(z) = z sin

(
1

1− z

)
, 0 < |z − 1| <∞.

23. f(z) = 2 (z2 − 6z + 8)−1, 0 < |z − 2| < 2.

24. f(z) = z (z − 2)−1, |z| > 2.

25. f(z) = 3 (z2 − 5z + 4)−1, 0 < |z − 1| < 3.

26. f(z) = 9 (z2 − 5z + 4)−1, 0 < |z − 4| < 3.

27. f(z) = 3 (z2 − 7z + 10)−1, 0 < |z − 2| < 3.

28. f(z) = 6 (z2 − 7z + 10)−1, 0 < |z − 5| < 3.

29. f(z) = (z2 − 3z + 2)−1, 0 < |z − 1| < 1.

30. f(z) = (z2 − 3z + 2)−1, 0 < |z − 2| < 1.

7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïðè ïîìîùè âû÷åòîâ.

1.
∫
L

(z3 + 1) exp

(
1

z + 1

)
dz, L = {z :

x2

9
+
y2

4
= 1}.

2.
∫
L

z + 1

z(z − 1)2 (z − 3)
dz, L = {z : |z| = 2}.

3.
∫
L

dz

z4 + 2z3 , L = {z : |z| = 3}.

4.
∫
L

exp (iz)− 1

z3 dz, L = {z : |z| = 1}.

5.
∫
L

exp z − sin z

z4 dz, L = {z : |z| = 1/3}.

6.
∫
L

sin z

(z3 − z)(z − 1)
dz, L = {z : |z − 1| = 3/2}.
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7.
∫
L

z3

z4 − 1
dz, L = {z : |z| = 3/2}.

8.
∫
L

(
z +

1

6

)
exp

(
1

3z

)
dz, L = {z : |z| = 1/2}.

9.
∫
L

z sin

(
1

1− z

)
dz, L = {z : |z − 1| = 1/2}.

10.
∫
L

(z + 2) exp

(
1

1− z

)
dz, L = {z : |z − 1| = 2}.

11.
∫
L

(z − 5) cos

(
1

z + 1

)
dz, L = {z : |z| = 3}.

12.
∫
L

(z2 − 1) sin

(
1

z − 1

)
dz, L = {z : |z| =

√
2}.

13.
∫
L

dz

(z + 3)(z2 + 1)
, L = {z : |z| = 4}.

14.
∫
L

z2 exp
(
3/z2

)
− 1

z
dz, L = {z : |z| =

√
5}.

15.
∫
L

z3 cos (2i/z)dz, L = {z : |z| =
√

2}.

16.
∫
L

dz

z2(z10 − 2)
, L = {z : |z| = 1}.

17.
∫
L

sin z

z(z − 6)2dz, L = {z : |z| = 10}.

18.
∫
L

2z

1− 2 sin2 z
dz, L = {z : |z| = 1}.

19.
∫
L

z2 + sin z + 2

z3 + z2π
dz, L = {z : |z| = 2}.

20.
∫
L

sin z

z2(z − 8)
dz, L = {z :

x2

16
+
y2

9
= 1}.

21.
∫
L

exp
(
3/z2

)
(z3 − z)dz, L = {z : |z| =

√
3}.
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22.
∫
L

(z2 + 1) exp (−1/z)dz, L = {z : |z| = 2}.

23.
∫
L

dz

(z2 + 4)2 , L = {z : |z − 2i| = 2}.

24.
∫
L

z + 1

(z − 1)(z − 2)(z − 3)
dz, L = {z : |z| = 5/2}.

25.
∫
L

z2

(z2 + 1)(z − 5)
dz, L = {z : |z| = 3}.

26.
∫
L

exp

(
z

z + 2

)
dz, L = {z : |z + 2| = 1}.

27.
∫
L

(z − 2) exp

(
1

z − 1

)
dz, L = {z : |z| = 3}.

28.
∫
L

dz

z4 + 1
, L = {z : |z − 1| = 1}.

29.
∫
L

dz

(z − 1)(z − 2)2 , L = {z : |z − 2| = 1/2}.

30.
∫
L

(z + i) exp (2/z)dz, L = {z : |z| = 2}.

8. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.

1.
+∞∫
0

x sin(ax)

x2 + 3
dx, a > 0.

2.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 − 2x+ 5
dx, a < 0.

3.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 + 2x+ 10
dx, a > 0.

4.
+∞∫
0

x sin (ax)

x2 + 7
dx, a < 0.

5.
+∞∫
0

cos (ax)

x2 + 11
dx, a < 0.

6.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 + 2x+ 5
dx, a > 0.

7.
+∞∫
0

x sin (ax)

x2 + 11
dx, a < 0.

8.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 + 2x+ 2
dx, a > 0.
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9.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 − 4x+ 8
dx, a > 0.

10.
+∞∫
−∞

cos (ax)

x2 + 2
dx, a < 0.

11.
+∞∫
0

x sin (ax)

x2 + 5
dx, a < 0.

12.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 − 2x+ 10
dx, a < 0.

13.
+∞∫
−∞

cos (ax)

x2 + 6x+ 10
dx, a < 0.

14.
+∞∫
0

cos (ax)

b2x2 + 10
dx, a > 0.

15.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 + 4x+ 8
dx, a > 0.

16.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 − 2x+ 17
dx, a < 0.

17.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 − 4x+ 5
dx, a > 0.

18.
+∞∫
−∞

cos (ax)

x2 + 4x+ 5
dx, a < 0.

19.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 − 4x+ 20
dx, a > 0.

20.
+∞∫
0

x sin(ax)

x2 + 12
dx, a < 0.

21.
+∞∫
0

cos (ax)

b2x2 + 13
dx, a < 0.

22.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 + 2x+ 2
dx, a > 0.

23.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 − 2x+ 2
dx, a < 0.

24.
+∞∫
0

x sin (ax)

x2 + 8
dx, a < 0.

25.
+∞∫
−∞

cos (ax)

x2 − 8x+ 17
dx, a > 0.

26.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 + 8x+ 17
dx, a > 0.

27.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 + 4x+ 13
dx, a < 0.

28.
+∞∫
−∞

x sin (ax)

x2 − 10x+ 26
dx, a > 0.

29.
+∞∫
−∞

x cos (ax)

x2 + 10x+ 26
dx, a > 0.

30.
+∞∫
−∞

sin (ax)

x2 − 2x+ 2
dx, a < 0.
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Кафедра высшей математики (ВМ) была организована в 1930 году. Пер-

вым заведующим кафедрой был профессор Г.Д.Гродский. С конца 1936 года 

кафедрой ВМ заведовал профессор И.П.Натансон, известный специалист по 

теории функций действительной переменной. 

В 1944 году заведующим кафедрой ВМ становится профессор 

В.А.Тартаковский [1901-1973], замечательный математик и педагог. Влади-

мир Абрамович Тартаковский является одним из крупнейших советских ал-

гебраистов. Им получены пользующиеся мировой известностью результаты 

по проблеме тождества в теории бесконечных групп. Известность получили 

также его работы по использованию теоретико-числовых методов в теории 

изгибания поверхностей, теории диофантовых уравнений. 

Обладая исключительной энергией, В.А.Тартаковский уделял много 

внимания научной и общественной работе. Ещё в тридцатые годы он в со-

ставе комиссии Наркомпроса участвовал в разработке программы по мате-

матике для средней школы. В течение долгого времени был членом прези-

диума учебно-методического совета при МВ ССО СССР, входил в комис-

сию по реформе математического образования в стране, был одним из ини-

циаторов проведения среди школьников Ленинграда первой математиче-

ской олимпиады. В.А. Тартаковский участвовал в организации ленинград-

ского отделения математического института им. В.А.Стеклова и был пер-

вым его директором. 

В разное время на кафедре ВМ преподавали академик В.И.Смирнов, 

член-корреспондент АН АН СССР Д.К.Фаддеев, проф. И.С.Соминский, 

проф. Ф.И.Харшиладзе, проф. А.Ф.Андреев, проф. Ю.В.Аленицын проф. 

И.А.Молотков. 
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В 1979 году кафедру возглавил доктор технических наук, профессор 

В.Г.Дегтярёв, специалист по теории устойчивости и теории движения кос-

мических аппаратов. 

C 1997 года кафедрой руководит доктор физико-математических наук, 

профессор И.Ю.Попов, в область научных интересов которого входят тео-

рия рассеяния, теория операторов, моделирование сложных физических 

систем. 

Кафедра ВМ осуществляет обучение студентов всех специальностей 

университета по дисциплине «Высшая математика» и читает ряд специаль-

ных дисциплин математического цикла. Кафедра ВМ является самой боль-

шой кафедрой в университете по числу преподавателей. Среди её сотрудни-

ков 4 доктора и 16 кандидатов наук. Преподаватели кафедры активно участ-

вуют как в фундаментальных исследованиях по математике и теоретической 

физике, так и в прикладных научно-технических исследованиях. Препода-

ватели кафедры принимают активное участие в работе российских и меж-

дународных научных конференций, выступают с докладами и преподают за 

рубежом. За последние 5 лет сотрудниками кафедры опубликовано более 

300 работ в отечественных  и зарубежных научных изданиях. 

Областью научных интересов профессора А.Г.Петрашеня является тео-

рия взаимодействия излучения с веществом, оптика и спектроскопия. Про-

фессор В.П.Смирнов – специалист по теории твёрдого тела и теории групп в 

квантовой механике. Профессор В.Ю.Тертычный, член Нью-Йоркской ака-

демии и Соросовский профессор, занимается теорией оптимального управ-

ления механическими системами. 


