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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå "Êîìïëåêñíûé àíàëèç" ïðåäíàçíà÷å-
íî äëÿ ñòóäåíòîâ�áàêàëàâðîâ òðåòüåãî êóðñà íàïðàâëåíèÿ "Ïðèêëàä-
íàÿ ìàòåìàòèêà". Ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé ñëóæàò îñíîâíûìè ìîäåëÿìè, èñòî÷íèêàìè è îòïðàâíûìè
ïóíêòàìè êàê ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, òàê è ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ íàóê. Ïîýòîìó î÷åíü âàæíî, ÷òîáû ñòóäåíò â áîëüøåé èëè ìåíüøåé
ñòåïåíè îâëàäåë ýòèìè ïîíÿòèÿìè. È òåì óñïåøíåå áóäåò âûïîëíåíà ýòà
çàäà÷à, ÷åì áîëüøåå êîëè÷åñòâî çàäà÷ ñòóäåíò áóäåò ðåøàòü ñàìîñòîÿ-
òåëüíî.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû ñòóäåíòîâ. Â ïîñîáèå âêëþ÷åíû çàäà÷è ïî âñåì îñíîâíûì òåìàì
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà: àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ðÿäû Ëîðàíà, âû÷åòû
ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Îäíà èç çàäà÷ èìååò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. ×àñòü çàäà÷ ñîçäàíà àâòîðàìè, íî â ïîñîáèå âêëþ÷åíû òàê-
æå çàäà÷è èç øèðîêî èçâåñòíûõ èçäàíèé, íàïðèìåð, èç ñáîðíèêà çàäà÷
ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé Ë. È. Âîëêîâûññêîãî [3].
Â ïîñîáèè ðàññìîòðåí òèïîâîé âàðèàíò ñ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè.

Íà îáëîæêå: êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà

|z| > 1 íà âíåøíîñòü êàðäèîèäû ôóíêöèåé w =
(

1
π arccos z−1

z+1

)−2

− 1;

âûïîëíåíî â ïàêåòå Maple ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè conformal.

Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ è çàùèòû ó÷åáíîãî çàäàíèÿ

Ïîäðîáíîå è îáîñíîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷ íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü
â ïèñüìåííîì âèäå, ïðè ýòîì íóìåðàöèÿ çàäà÷ äîëæíà ñîâïàäàòü ñ èõ íó-
ìåðàöèåé â ó÷åáíîì çàäàíèè. Âî âðåìÿ çàùèòû ñòóäåíò äîëæåí îòâåòèòü
íà òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, âûïîëíèòü òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ, ïî-
äîáíûå ïðåäëàãàåìûì â äàííîì ïîñîáèè, è ïîÿñíèòü ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ
èç çàäàíèÿ.

3



Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà; ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; àëãåáðàè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ è ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

2. Äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé è òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ.

3. Îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â öåëóþ ñòåïåíü è èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ.

4. Ïîñòðîåíèå êðèâûõ è îáëàñòåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

5. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Óñëîâèÿ
àíàëèòè÷íîñòè Êîøè�Ðèìàíà.

6. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è êîíôîðìíûå
îòîáðàæåíèÿ ïðè ïîìîùè ýòèõ ôóíêöèé.

7. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ñ ïîìîùüþ èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè.

8. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â ðÿä Ëîðàíà.

9. Íóëè è îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

10. Âû÷åòû ôóíêöèè â èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ.

11. Ïðèìåíåíèå âû÷åòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòîìó
êîíòóðó.

12. Âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé
ñ ïîìîùüþ òåîðèè î âû÷åòàõ.
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Òåîðåòè÷åñêèå óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü A è C äåéñòâèòåëüíûå, à B � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííûå
è ïóñòü AC < |B|2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

A|z|2 +Bz +Bz + C = 0, (A > 0),

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè, à òàêæå íàéòè öåíòð ýòîé
îêðóæíîñòè è å¼ ðàäèóñ.

2. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ Im a > 0. Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà
∣∣∣ z−az−a

∣∣∣ â âåðõíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè ìåíüøå åäèíèöû.

3. Äîêàçàòü, ÷òî òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà z3−z1

z2−z1 äåé-
ñòâèòåëüíà.

4. Ïóñòü òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷-
êå z = 0. Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ z1, z2, z3

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
z1 + z2 + z3 = 0.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ z ∈ C ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∣∣∣√z2 − 1 + z
∣∣∣+
∣∣∣√z2 − 1− z

∣∣∣ = |z − 1|+ |z + 1|.

6. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìíèìîé
îñè:
à) | arg z| = π

2 ;

á) z + z = 0;

â) |z − 1| = |z + 1|?

7. Ïóñòü ôóíêöèÿ z(y) = x(t) + iy(t) äèôôåðåíöèðóåìà è îòëè÷íà
îò íóëÿ. Äîêàçàòü ôîðìóëó

d

dt
arg z(t) = Im

z′(t)

z(t)
.
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8. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ v(x, y) = −2 sin 2x sh y+y ìíèìîé
÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

9. Çàâèñèò ëè èíòåãðàë

i∫
−i

zez
2

dz îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ? Âû÷èñ-

ëèòü ýòîò èíòåãðàë.

10. Ïóñòü êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ z(t) íåïðåðûâíà íà îòðåç-
êå a 6 t 6 b. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣

b∫
a

z(t) dt

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣
b∫
a

Re z(t) dt

∣∣∣∣∣∣ .
11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè òî÷êà z = a � ïîëþñ ôóíêöèè f(z), òî äëÿ

ôóíêöèè g(z) = ef(z) ýòà òî÷êà áóäåò ñóùåñòâåííî îñîáîé.

12. Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è ϕ(z) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â òî÷-
êå z = a, ïðè÷¼ì f(a) 6= 0, è ϕ(z) èìååò â ýòîé òî÷êå íóëü êðàò-

íîñòè 2. ×åìó ðàâåí res
z=a

f(z)

ϕ(z)
?

13. Íàéòè âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè, îòîáðàæàþùèå íèæíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü íà âåðõíþþ.

14. Íàéòè îáùèé âèä äðîáíî�ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùå-
ãî âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà íèæíþþ.

15. Äîêàçàòü, ÷òî

∞∫
0

e−ix
2

dx =

√
π

2
e−

π
4 i.

16. Äîêàçàòü, ÷òî

−1∑
n=−∞

b−n−1zn =
1

z − b
, |z| > |b|.

17. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z = π
2 ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé

ôóíêöèè
1

cos2 z
− 1(

z − π
2

)2 .
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18. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z =∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíê-
öèè sin z.

19. Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îáëàñòü D, ÷òîáû îòîáðà-

æåíèå f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
â íåé áûëî êîíôîðìíûì?

20. Äîêàçàòü êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ z + ez â ïîëóïëîñêîñòè
{z ∈ C : Re z < 0}.

21. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå äðîáíî�ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò õî-
òÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó (êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ).
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×àñòü 1. Âàðèàíòû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé

Çàäà÷à 1

Âû÷èñëèòü.

1. 1.
(
1 + cos 2π

3 + i sin 2π
3

)n
.

1. 2.
(−1+i

√
3)

15

(1−i)20 +
(−1−i

√
3)

15

(1+i)20
.

1. 3.
(√

3−i√
2

)12

+ (1− i)12
.

1. 4.
(
1 + ω + ω2

)2
,

ãäå ω = − 1
2 +

√
3

2 i.

1. 5.
(
1+2ω+ω2

) (
1+ω+2ω2

)
,

ãäå ω = − 1
2 +

√
3

2 i.

1. 6.
(1−i

√
3)(cosϕ+i sinϕ)

2(1−i)(cosϕ−i sinϕ) ,

ãäå ϕ = 7π
24 .

1. 7.
(√

6+
√

2
4 +

√
6−
√

2
4 i

)12

.

1. 8.
(

1+
√

3
2 +

√
3−1
2 i

)12

.

1. 9.
(√

3+i
2

)15

−
(
−
√

3+i
2

)15

.

1. 10.
(
1− cos 2π

3 + i sin 2π
3

)n
.

1. 11. (1+i)(3−i)
3+i − (1−i)(3+i)

3−i .

1. 12.
(2
√

3−2i)
12

(1+i)6
.

1. 13.
(

2+
√

2
4 + 2−

√
2

4 i
)8

.

1. 14.

(√
6+
√

2
4 −

√
2−
√

3
2 i

)12

.

1. 15. (cos 77◦+i sin 77◦)(cos 23◦+i sin 23◦)
cos 55◦+i sin 55◦ .

1. 16. (cos 58◦−i sin 58◦)(cos 138◦+i sin 138◦)
cos 55◦−i sin 55◦ .

1. 17.
(
−1+i

√
3

2

)6

−
(
−1−i

√
3

2

)6

.

1. 18. (1+i)8

(1−i)4 + (3+2i)(6−8i)

i(1+i)2
.

1. 19. (1+i)8

0,4(1−i)8

(
2−i
4+3i −

1−2i
3+4i

)
.

1. 20. (cos 130◦+i sin 130◦)(cos 107◦+i sin 107◦)
(cos 40◦+i sin 40◦)(cos 47◦+i sin 47◦) .

1. 21. (1 + i
√

3)(1 + i)
(
cos π

12 + i sin π
12

)
.

1. 22.
(

1+i tg π
16

1−i tg π
16

)4

.

1. 23. (cos 28◦+i sin 28◦)(cos 73◦+i sin 73◦)
cos 56◦+i sin 56◦ .

1. 24. (1+i)2(2−i)
2+i − (1−i)2(2+i)

2−i .
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Çàäà÷à 2

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ.

2. 1. à) z8 + 2iz4 − 1 = 0;

á) z|z|+ 4z − 3i = 0;

â) sin 2z = 4i.

2. 2. à) z6 + (2 + i)z3 + 1 + i = 0;

á) |z|2 + z|z|+ 2 = 2i Im z;

â) sin z + 2i cos z = 1.

2. 3. à)
(
i
√

3− 1
)
z4 = 1;

á) z2 + z|z|+ 2 = 0;

â) sh 3z = i.

2. 4. à) z5 + 4− 3i = 0;

á) zRe z = |z|+ 2i;

â) sin 2z = i
4 .

2. 5. à) z10 + z3 = 0;

á) z − z6 = 0;

â) e2z + 2ez + 4 = 0.

2. 6. à) z6 + 16iz3 − 64 = 0;

á) 2z2 + z|z| − 3|z|2 = 0;

â) cos 4z + 4 = 0.

2. 7. à) z8 + z4 − 1 = 0;

á) iz + |z| = 3 + i;

â) e4z + 2e2z + 2 = 0.

2. 8. à) z4 + 2z2 + 4 = 0;

á) z (|z| − 2) = i;

â) th 2z = 3.

2. 9. à) (1 + i)z5 = 1− i;
á) z = z 8;

â) e2z + 2
√

3ez + 4 = 0.

2. 10. à) z8 + 2z4 + 5 = 0;

á) z (z + 4|z|) = 15;

â) sin 2z−2i cos z−4sin z+4i=0.

2. 11. à) z5 − z3 + z2(1 + i) = 1 + i;

á) z (z + |z|) + 2 = 0;

â) sin2 z+(2i−1) sin z−2i = 0.

2. 12. à)
(
i−
√

3
)
z10 = 4z2;

á) z = z5;

â) e6z + 5e3z + 6 = 0.

2. 13. à) z8+2
(
1−i
√

3
)
z4−2−2i

√
3=0;

á) z|z|+ 4z + 4i = 0;

â) 2 ctg 2z = 1.

2. 14. à) z8 + 2(3 + 16i)z4 + 48i = 0;

á) zz 2 + zz2 = 2(3 + 4z);

â) e4z + 2
√

2e2z + 4 = 0.
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2. 15. à) z6 + 4z3 + 13 = 0;

á) 2z Im z = |z|2 + 8i;

â) cos2 z + 4 = 0.

2. 16. à) (1− i)z6 = 1 + 7i;

á) z − z 7 = 0;

â) e2z + (1 + 2i)ez + i− 1 = 0.

2. 17. à) z8 − 3z4 − 4 = 0;

á) |z − 2|z + 3 Re z + 2i = 0;

â) e3z + i+
√

3 = 0.

2. 18. à) z6 − 2z3 − 2 = 0;

á) z2 + 2|z|2 = 4z − 1;

â) e2z + 2iez − 4 = 0.

2. 19. à) z6 + 2
√

2(1 + i)z3 + 4i = 0;

á) z Im z + |z| = 2z;

â) cos2 z + 5 cos z + 4 = 0.

2. 20. à) z7+(1+i)z4+2z3+2+2i=0;

á) z + 2|z|+ 6 = 0;

â) cos 3z = 7.

2. 21. à) (2+i)z2−(5−i)z+2−2i=0;

á) z + |z + 1|+ i = 0;

â) th z − 1 + i = 0.

2. 22. à) z2 − (3− 2i)z + 5− 5i=0;

á) |z + 1 + i|2 − z = 0;

â) sin 2z = iπ.

2. 23. à) z3 − z2 + iz = i;

á) iz + |z − i|2 = 2;

â) 2 sh iz = −
√

3i.

2. 24. à) z4 − z2 − i+ 1 = 0;

á) |z|2 − 2iz + 2i = 0;

â) 2 tg z = i.

Çàäà÷à 3

Íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå îïðåäå-
ëÿåòñÿ çàäàííûì óñëîâèåì.

3. 1. Im
z + 1

z − i
= 0.

3. 2. Re
z

1− z
> 1.

3. 3.
1

1− z
+

1

1− z
> 0.

3. 4.

∣∣∣∣ z

z − 1

∣∣∣∣ > 1.

3. 5.

∣∣∣∣z − 1− i
z + 1− i

∣∣∣∣ < 1.

3. 6. Re
z − 2i

z + 2i
= 0.
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3. 7. |z − 2i| − |z + 2i| < 2.

3. 8. arg
z − z1

z − z2
= 0.

3. 9.

∣∣∣∣z + 4i

z − 4i

∣∣∣∣ < 1.

3. 10.

∣∣∣∣ z − 1 + 2i

1− (1 + 2i)z

∣∣∣∣ < 1.

3. 11. arg
i− z
z + i

= 0.

3. 12.
|z − i|2

1 + |z|2
> 1.

3. 13. Im
z − i
z + i

< 1.

3. 14.

∣∣∣∣ z + 1− i
1 + (1 + i)z

∣∣∣∣ > 1.

3. 15. Im
(
z2 + z

)
> 0.

3. 16. |z − 2| < |1− 2z| .

3. 17. Re
z − 1

z
< 1.

3. 18. |z + 1|2 6 Re ((z − i)(z − 1)) .

3. 19. Re z2 + Im z < 1.

3. 20. Re
(
z2 − 2z

)
> 3.

3. 21. Re (z(1− i)) <
√

2.

3. 22. Re
1 + z

z
> 1.

3. 23. Im
1 + z

z
< 1.

3. 24.

∣∣∣∣z + 2− i
z + i

∣∣∣∣ > √2.

Çàäà÷à 4

Âîññòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) ïî èçâåñòíîé äåéñòâè-
òåëüíîé ÷àñòè u(x, y) èëè ìíèìîé ÷àñòè v(x, y) è çíà÷åíèþ f(z0), åñëè
îíî çàäàíî.

4. 1. u(x, y) = e−x(x cos y + y sin y), f(0) = 0.

4. 2. v(x, y) = 3x2y − y3 + 2xy, f(0) = 1.

4. 3. u(x, y) = x2 − y2 + 3y + x, f(i) = i.

4. 4. u(x, y) =
1− y2 − x2

(1 + y)
2

+ x2
.

4. 5. v(x, y) = − y

x2 + y2
+ 2x, f(1 + i) =

3

2
.
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4. 6. u(x, y) =
1

2
ln
(
x2 + y2

)
+ x2 − y2 − 2xy.

4. 7. v(x, y) = 2xy − 3x+ y, f(0) = 2i.

4. 8. u(x, y) =
1

2
cosx ch y − 2xy + x.

4. 9. v(x, y) = − y

(x+ 1)
2

+ y2
.

4. 10. u(x, y) = y cos y chx+ x sin y shx.

4. 11. v(x, y) = e−x(y cos y − x sin y).

4. 12. u(x, y) =
x

x2 + y2
− 2y, f(i) = i.

4. 13. v(x, y) = 2(chx sin y − xy).

4. 14. v(x, y) = 4x3y − 4xy3 + x, f(0) = 0.

4. 15. u(x, y) =
y

x2 + y2
− 2xy + y.

4. 16. u(x, y) = 2x cos (y ln 2) + x2 − y2.

4. 17. v(x, y) =
2x

x2 + (1 + y)
2 .

4. 18. u(x, y) = ex cos y − 2xy.

4. 19. v(x, y) = −e−x sin y + y2 − x2.

4. 20. u(x, y) = x4 + y4 − 6x2y2.

4. 21. v(x, y) = e−y(x cosx− y sinx).

4. 22. u(x, y) = x3 − 6x2y − 3xy2 + 2y3, f(0) = i.

4. 23. v(x, y) = −2 sin 2x · sh 2y + y, f(0) = 2.

4. 24. u(x, y) = xex cos y − (y + 1)ex sin y, f(0) = i.
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Çàäà÷à 5

Íàéòè îáðàç îáëàñòè D ïðè çàäàííîì îòîáðàæåíèè w(z).

5. 1. D =
{
z ∈ C : 0 < arg z <

π

4

}
, w =

z − 1

z + 1
.

5. 2. D =
{
z ∈ C :

π

4
< arg z <

π

2

}
, w =

z − i
z + i

.

5. 3. D = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} , w =
z − 1

z − 2
.

5. 4. D = {z ∈ C : |z| < 1} , w = z2 + z.

5. 5. D = {z ∈ C : −π < arg z < π; |z| < 1} , w =
z

(1 + z)
2 .

5. 6. D =
{
z ∈ C : 0 < Im z <

π

2

}
, w = cth 2z.

5. 7. D =
{
z ∈ C : −π

8
< Re z <

π

8

}
, w = tg 2z.

5. 8. D = {z ∈ C : |z| < 1; Im z > 0} , w =
z + i

z − i
.

5. 9. D =
{
z ∈ C : 0 < Re z <

π

2

}
, w = tg

z

2
.

5. 10. D = {z ∈ C : |z| < 1} \ [ai; i] , 0 < a < 1, w = i
(z − i)2

z
.

5. 11. D = {z ∈ C : |z| < 1} , w =
z

(1− z)2 .

5. 12. D =

{
z ∈ C : Re z > 0;

∣∣∣∣z − 1

2

∣∣∣∣ > 1

2

}
, w =

z − 1

z
.

5. 13. D =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣z +
1

2

∣∣∣∣ > 1

2
; |z − 1| > 1

}
, w =

z

z + 1
.

5. 14. D =

{
z ∈ C :

∣∣∣∣z − 3

2

∣∣∣∣ > 1

2
; |z − 1| < 1

}
, w =

z + 1

z − 2
.
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5. 15. D = {z ∈ C : |z| < 1; Re z < 0} , w =
3z − i
3 + iz

.

5. 16. D = {z ∈ C : |z| < 1; Im z > 0} , w =
1

z2 + 1
.

5. 17. D =
{
z ∈ C : |z| < 1; 0 < arg z <

π

4

}
, w =

(
z8 + 1

)2
z8

.

5. 18. D =
{
z ∈ C : 1 < |z| < 2; 0 < arg z <

π

3

}
, w =

z6 + 1

2z3
.

5. 19. D =

{
z ∈ C :

3

2
< |z| < 3

}
, w =

z

z − 3
.

5. 20. D = {z ∈ C : |z| < 1; Im z > 0} , w =
1

z2 + 1
.

5. 21. D =
{
z ∈ C : | Im z| < π

4

}
, w = th z.

5. 22. D = {z ∈ C : Re z > 0, 0 < Im z < 1} \
[
i

2
;

1 + i

2

]
, w = chπz.

5. 23. D = {z ∈ C : Re z < 1} , w =
z − 3 + i

z + 1 + i
.

5. 24. D = {z ∈ C : |z| < 1; Im z > 0} , w =
2 + iz

z − i
.

Çàäà÷à 6

6. 1. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü |z − 1| > 1,
|z + 1| > 1, Im z > 0 ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó x = 0, 0 6 y 6 h.

6. 2. Îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ îêðóæíîñòÿìè |z − 1| = 1, |z + 1| = 1,
ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó 2 6 x < +∞, y = 0 îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü.

6. 3. Îòîáðàçèòü ïîëóïîëîñó 0 < x < π, y > 0 ñ ðàçðåçîì âäîëü îòðåçêà
x = π

2 , 0 < y < h íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
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6. 4. Íàéòè ôóíêöèþ w(z), îòîáðàæàþùóþ ïîëóïëîñêîñòü Im z < 1
ñ âûêèíóòûì êðóãîì |z| 6 1 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

6. 5. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êðóãîâóþ ëóíî÷êó, îãðàíè-
÷åííóþ îêðóæíîñòÿìè |z| = 2, |z − 1| = 1.

6. 6. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ
îêðóæíîñòÿìè |z − 1| = 1, |z + 1| = 1, ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó
x = 0, −α 6 y 6 β (α > 0; β > 0).

6. 7. Îòîáðàçèòü êîëüöî {z ∈ C : 2 < |z| < 5} íà êîëüöî
{w ∈ C : 4 < |w| < 10} òàê, ÷òîáû w(5) = −4.

6. 8. Îòîáðàçèòü ïîëóïîëîñó 0 < x < π, y > 0 ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à
x = π

2 , h 6 y <∞ (h > 0) íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

6. 9. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êðóãîâóþ "ëóíî÷êó"
{z ∈ C : |z| < 1, |z − i| < 1}.

6. 10. Îòîáðàçèòü íà êðóã |w| < 1 îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ îêðóæíîñòüþ
|z| = 1 è ïðÿìîé Im z = 1 (ïîëóïëîñêîñòü ñ âûêèíóòûì êðóãîì).

6. 11. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ÷àñòü ïëîñêîñòè C, êîòî-
ðàÿ íàõîäèòñÿ íàä îáúåäèíåíèåì ñëåäóþùèõ ëèíèé: ïîëóïðÿìûõ
(−∞; −1], [1; +∞) è ÷àñòè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò, ëåæàùåé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè.

6. 12. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïîëîñó 0 < x < 1 ñ ðàç-
ðåçàìè âäîëü îòðåçêîâ 0 6 x 6 h1, y = 0 è 1− h2 6 x 6 1, y = 0
(h1 + h2 < 1).

6. 13. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ
îêðóæíîñòÿìè |z − 1| = 1, |z − 2| = 2, ñ ðàçðåçîì âäîëü îòðåçêà
2 6 x 6 a (a < 4), y = 0.

6. 14. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü
{z ∈ C : Re z > 0, |z − 1| > 1} \[2; 3].

6. 15. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êðóãîâóþ "ëóíî÷êó"{
z ∈ C : |z| > 2,

∣∣z −√2
∣∣ < √2

}
.
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6. 16. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü{
z ∈ C : |z − 2, 5| > 1

2 , |z − 2| < 1, Im z > 0
}
.

6. 17. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êðóãîâóþ "ëóíî÷êó"
{z ∈ C : |z| < 1, |z − i| > 1}.

6. 18. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü
{z ∈ C : |z − 1| > 1, Re z > 0} ñ ðàçðåçàìè âäîëü îòðåçêà y = 0,
2 6 x 6 a è âäîëü ëó÷à y = 0, b 6 x <∞ (a < b).

6. 19. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïîëîñó 0 < x < 1 ñ ðàçðå-
çîì âäîëü îòðåçêà 0 6 x 6 h (h < 1), y = 0.

6. 20. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êðóãîâóþ "ëóíî÷êó"
{z ∈ C : |z| > 1, |z − i| > 1}.

6. 21. Îòîáðàçèòü âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà {z ∈ C : |z| > 1} ñ ðàç-
ðåçàìè ïî îòðåçêàì [-2; -1] è [1; 2] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
{w ∈ C : Imw > 0}.

6. 22. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü
{z ∈ C : Re z > 0, |z| > 1} ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (1; ∞).

6. 23. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ
îêðóæíîñòÿìè |z + 1| = 1, |z − i| = 1 è ïðÿìîé Im z = 0.

6. 24. Îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü
{z ∈ C : Re z > 0, Im z > 0, |z − i| > 1}.

Çàäà÷à 7

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë.

7. 1.

∮
|z|=2

z Im z2 dz.

7. 2.

∫
L

e|z|
2

Re z dz, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = 0

è z2 = 1 +
√

3i.
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7. 3.

i∫
0

(z − i)e−z dz.

7. 4.

∫
L

z−2 dz, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = 0

è z2 = 1 + i.

7. 5.

1∫
−i

dz

(z − i)2
, ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó i.

7. 6.

∫
L

ez dz, L� îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = −πi è z2 = π.

7. 7.

∫
L

Re z2 dz, äóãà L çàäàíà ñîîòíîøåíèÿìè z + z = 2, | Im z| 6 1.

7. 8.

∫
L

|z|
|z|+ 1

dz, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = 0

è z2 = 1 + i.

7. 9.

∫
L

z dz, L � äóãà ïàðàáîëû y = x2, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = 0

è z2 = 1 + i.

7. 10.

i∫
−i

ze−z
2

dz.

7. 11.

∫
L

f(z) dz, f(z) = y − (x − 1)i, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé

òî÷êè z1 = 1 è z2 = −1 + i.

7. 12.

∫
L

f(z) dz, f(z) = x− y2i, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè

z1 = 1 + i è z2 = 2− 4i.
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7. 13.

2i∫
0

(z + i)e−z dz.

7. 14.

∫
L

tg z dz, L � äóãà ïàðàáîëû y = x2, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = 0

è z2 = 1 + i.

7. 15.

∫
L

z dz, L � äóãà ïàðàáîëû y =
√
x, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z1 = i

è z2 = 2 + 2i.

7. 16.

∫
L

Im z dz, L �ëîìàíàÿ OBA, ãäå O(0; 0), B(1; 0), A(1; 1).

7. 17.

i∫
−i

dz

(2z − i)2
, ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z = i

2 .

7. 18.

−πi2∫
0

z cos
z

2
dz.

7. 19.

πi
2∫
0

z sin
z

2
dz.

7. 20.

∫
L

z

z
dz, L � ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 4, Im z > 0.

7. 21.

i+1∫
i

(sin iz + z) dz.

7. 22.

∫
L

z Im z2 dz, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = −1 + i

è z2 = i.
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7. 23.

∫
L

zRe z2 dz, L � îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z1 = 0

è z2 = 1− 2i.

7. 24.

∫
L

dz√
z
, L � âåðõíÿÿ äóãà îêðóæíîñòè |z| = 1.

Çàäà÷à 8

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè.

8. 1.

∮
|z−i|=3

dz

z(z + 2)
2 .

8. 2.

∮
|z|=5

z + i

z2(z − 2)
dz.

8. 3.

∮
|z−i|=2

z

z2 − 2z + 2
dz.

8. 4.

∮
|z−1+i|=3

z + 1

(z2 + 9)
2 dz.

8. 5.

∮
|z−2|=3

z − 2

z3 + 3z2 − 4z
dz.

8. 6.

∮
|z−1|=3

2z − 1

z2 + 2z + 5
dz.

8. 7.

∮
|z−i|=5

z2 + 1

z2 − 6z + 9
dz.

8. 8.

∮
|z+1|= 3

4

z − 1

4z3 + 4z2 + z
dz.

8. 9.

∮
|z−3i|=3

z

z2 − 4z + 13
dz.

8. 10.

∮
|z−4|=2

z + 2

(z−1)(z2−10z+25)
dz.

8. 11.

∮
|z+i|=2

z + 2

z2(z − 3)
dz.

8. 12.

∮
|z−i|=3

z + 1

(z − 1)
2
(z + 2)

dz.

8. 13.

∮
|z−1|=3

z

z4 − 8z2 − 9
dz.

8. 14.

∮
|z−i|=2

z

z3 − 1
dz.

8. 15.

∮
|z+i|=2

z2

z3 + 1
dz.

8. 16.

∮
|z−i|=1,5

z − 2

(z2 + 1) (z2 − 1)
dz.
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8. 17.

∮
|z−i|=1

z

z3 − 2z2 + 2z − 1
dz.

8. 18.

∮
|z|=2,5

z − 1

z3 − z2 − 6z
dz.

8. 19.

∮
|z+4|=2

z

(z + 1)(z + 3)
3 dz.

8. 20.

∮
|z−2i|=2

z + 1

(z2 + 1) (z2 + 4)
dz.

8. 21.

∮
|z+1+i|=2

sin z

z3 + 16z
dz.

8. 22.

∮
|z−i|=2

ez

(z − i)2(z + 2)
dz.

8. 23.

∮
|z−1|=1

dz

(z + 2)(z − 1)
3 .

8. 24.

∮
|z|=1

ez

z(2− z)3
dz.

Çàäà÷à 9

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà â óêàçàííîé îáëàñòè D
ïëîñêîñòè C.

9. 1. f(z) =
z

(z2 + 1)
2 , D = {z ∈ C : 0 < |z − i| < 2}.

9. 2. f(z) =
1

z2 (z2 + 9)
, D = {z ∈ C : 1 < |z − 1| < 2}.

9. 3. f(z) =
z3

(z + 1)(z − 2)
, D = {z ∈ C : 0 < |z + 1| < 3}.

9. 4. f(z) =
1

z(z − 3)
2 , D = {z ∈ C : 1 < |z − 1| < 2}.

9. 5. f(z) =
1

(z2 − 1) (z2 + 4)
, D = {z ∈ C : |z| > 2}.

9. 6. f(z) =
ez

z(1− z)
, D = {z ∈ C : 0 < |z| < 1}.

9. 7. f(z) =
z

(z − 1)
2
(z − 2)

, D = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

9. 8. f(z) =
z + 1

(z − 2)(z + 3)
2 , D = {z ∈ C : 2 < |z| < 3}.
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9. 9. f(z) =
(z + 2)

2

z(z − 1)
2 , D = {z ∈ C : |z| > 1}.

9. 10. f(z) =
1

z4 − z2
, D = {z ∈ C : 0 < |z| < 1}.

9. 11. f(z) =
2 + i

(z + 1)(z − 2)
, D = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

9. 12. f(z) =
z

z2 + z − 2
, D = {z ∈ C : |z − 1| > 3}.

9. 13. f(z) =
z

z3 − 3z + 2
, D = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

9. 14. f(z) =
z2 + 1

(z + 1)
2
(z − 1)

, D = {z ∈ C : |z| > 1}.

9. 15. f(z) =
3z + 1

(z + 3)
2
(z − 5)

, D = {z ∈ C : 3 < |z| < 5}.

9. 16. f(z) =
z2 + 6

z(z − 3)
2 , D = {z ∈ C : 0 < |z| < 3}.

9. 17. f(z) =
z + 2

z3 + z2 − 5z + 3
, D = {z ∈ C : 2 < |z − 1| <∞}.

9. 18. f(z) =
5− 4z

(z + 1)(z − 2)
, D = {z ∈ C : 2 < |z − 1| < 3}.

9. 19. f(z) =
3z + 8

(z + 5)(z − 2)
, D = {z ∈ C : 3 < |z + 1| < 4}.

9. 20. f(z) =
z + i

(z + 2i)(z − i)
, D = {z ∈ C : 1 < |z + i| < 2}.

9. 21. f(z) =
−4 + 2i

(z − 1− 2i)(z − 5)
, D = {z ∈ C : |z − 1| > 4}.

9. 22. f(z) =
3iz2

z2 − 5iz − 4
, D = {z ∈ C : 1 < |z| < 4}.

9. 23. f(z) =
z

(z + 2)(z + 1)2
, D = {z ∈ C : 0 < |z + 2| < 1}.

9. 24. f(z) =
(1− i)z − 5

iz2 + (3− 2i)z − 6
, D = {z ∈ C : |z| > 3}.
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Çàäà÷à 10

Íàéòè âû÷åòû ôóíêöèè.

10. 1. f(z) =
sin z

(z + 1)
2 .

10. 2. f(z) =
ez

z (z2 + 1)
.

10. 3. f(z) =
cos z

(z − i)2 .

10. 4. f(z) = (z + 1) cos
1

(z + 1)
2 .

10. 5. f(z) =
sin 2z

(z − 1)
3 .

10. 6. f(z) =
z2

sin2 z cos z
.

10. 7. f(z) =
z2

sin z cos
(
z
2 + 1

) .
10. 8. f(z) =

z2 + z + 1

z2(z + i)
.

10. 9. f(z) =
ez

z2 (z2 + 4)
.

10. 10. f(z) =
1

sin z
z+1

.

10. 11. f(z) =
tg z

z2
.

10. 12. f(z) = sin z sin
1

z
.

10. 13. f(z) =
1

ez − 1
− 1

z
.

10. 14. f(z) = e
z2−1
z .

10. 15. f(z) = z3 sin
1

z
.

10. 16. f(z) =
z

z3 + 1
.

10. 17. f(z) =
z + 1

z2 + 2z + 2
.

10. 18. f(z) =
z

sin z(cos z + 1)
.

10. 19. f(z) =
sin z + 1

z cos z
.

10. 20. f(z) =
z

z3 − 1
.

10. 21. f(z) =
1

z (e2z − 1)
.

10. 22. f(z) =
1

z2 − 9
cos

z − 1

z + 1
.

10. 23. f(z) = z2 cos

(
1

z
− 1

z2

)
.

10. 24. f(z) =
z3

z + 1
e

1
z .

22



Çàäà÷à 11

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ.

11. 1.

∮
|z−1−i|=2

dz

(z3 + z) (z2 + 4)
.

11. 2.

∮
|z|=2

sin z

(z3 + 5z) (2z − π)
dz.

11. 3.

∮
|z|=3

e
1
z−1

z − 2
dz.

11. 4.

∮
|z+1|=4

z

ez + 4
dz.

11. 5.

∮
|z+2i|=3

2z − 3

z3 + 9z
dz.

11. 6.

∮
|z|=2

z − 2

z3 − 2z2 + z
dz.

11. 7.

∮
|z|=2

ez

z4 + 8z2 − 9
dz.

11. 8.

∮
|z|=4

z

cos z(2 sin z − 1)
dz.

11. 9.

∮
|z+1|=3

sin z

z2
(
z + π

2

)3 dz.

11. 10.

∮
|z−1+2i|=1

z − 1

z2 − 2z + 5
dz.

11. 11.

∮
|z|=2

z

z3 + 1
dz.

11. 12.

∮
|z−i|=2

z2 + 1

(z2 + 4)
2 dz.

11. 13.

∮
|z|=1

sin z(
z + π

2

)2
z2

dz.

11. 14.

∮
|z+1|=5

cos π2 z

(z + 1)(z − 3)
2 dz.

11. 15.

∮
|z|=1,5

z

ez2 − 1
dz.

11. 16.

∮
|z−i|=3

sin z

(z2 + 1)
2 dz.

11. 17.

∮
|z|=2

sin z sin
1

z
dz.

11. 18.

∮
|z|=1,5

ch 2z

z2(z + 2)(z − 1)
dz.
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11. 19.

∮
|z|=2

sh 2z dz

(z − 1)(z2 + 7z + 12)
2 .

11. 20.

∮
|z|=4

dz

(z − 3) (z4 − 1)
.

11. 21.

∮
|z|=1

tg z

z2
(
z + π

4

) dz.

11. 22.

∮
|z|=4

z2

eiz + i
dz.

11. 23.

∮
|z|=2

dz

(z − 1)2 (e2z − 1)
.

11. 24.

∮
|z|=2

z tg z

(z2 − 1)
2 dz.

Çàäà÷à 12

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû.

12. 1. à)

∞∫
0

x2

(x2 + 1)
3 dx; á)

∞∫
0

sin 2x

x(x2 + 9)
2 dx.

12. 2. à)

∞∫
0

x2

x4 + 1
dx; á)

∞∫
0

1− cos ax

x2
dx, a > 0.

12. 3. à)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 6x+ 10)
3 ; á)

∞∫
0

cos ax

x4 + 1
dx, a > 0.

12. 4. à)

∞∫
0

dx

x6 + 1
; á)

∞∫
0

sinx

x(x2 + 4)
2 dx.

12. 5. à)

∞∫
0

dx

(4x2 + 1) (x2 + 1)
2 ; á)

∞∫
0

x2 − 4

x2 + 4
· sin 2x

x
dx.

12. 6. à)

∞∫
0

dx

(x4 + 5x2 + 4)
2 ; á)

∞∫
0

x sinx

x4 + 1
dx.
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12. 7. à)

∞∫
0

x3

x6 + 1
dx; á)

∞∫
0

x sinx

(x2 + 25)
2 dx.

12. 8. à)

∞∫
0

dx

(x2+1)(x2+4)(x2+9)
; á)

∞∫
0

sin3 x

x
dx.

12. 9. à)

∞∫
0

x2

(x2 + 4x+ 13)
2 dx; á)

∞∫
0

x2 − 9

x2 + 9
· sin 3x

x
dx.

12. 10. à)

∞∫
−∞

dx

(x2+2x+2)(x2+1)
2 ; á)

∞∫
0

sinx

x (x2 + 9)
dx.

12. 11. à)

∞∫
−∞

x

(x2 + 2x+ 10)
2 dx; á)

∞∫
0

sin4 x

x2
dx.

12. 12. à)

∞∫
0

x4

x8 + 1
dx; á)

∞∫
0

cosx

(9x2 + 1)
2 dx.

12. 13. à)

∞∫
−∞

dx

(4x2 + 9)
8 ; á)

∞∫
0

x2 cos bx

x4 + 1
dx.

12. 14. à)

∞∫
0

x4

(x2 + 1)
4 dx; á)

∞∫
0

sin 2x

x (x2 + 16)
dx.

12. 15. à)

∞∫
0

x2

x5 + 1
dx; á)

∞∫
0

x sinx

(x2 + 9) (x2 + 1)
dx.

12. 16. à)

∞∫
0

dx

(x2 + 16)
5 ; á)

∞∫
−∞

cos 2x

(x2+4x+13)(x2+6x+10)
dx.

12. 17. à)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 2x+ 2)
3 ; á)

∞∫
0

x sin 2x

(x2 + 1) (x2 + 4) (x2 + 9)
dx.
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12. 18. à)

∞∫
0

dx

(x2 + 4) (x2 + 1)
2 ; á)

∞∫
−∞

x sin 2x

(x2+6x+13)(x2+10x+29)
dx.

12. 19. à)

∞∫
0

dx

x9 + 1
; á)

∞∫
0

cosx

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx.

12. 20. à)

∞∫
0

x2

x7 + 1
dx; á)

∞∫
0

x2 cosx

(x2 + 4) (x2 + 25)
dx.

12. 21. à)

∞∫
−∞

x2

(x2 + 1)(x2 + 9)
dx; á)

∞∫
−∞

(x− 2) cosx

x2 − 6x+ 10
dx.

12. 22. à)

∞∫
−∞

x2 − x+ 2

x4 − 10x2 − 9
dx; á)

∞∫
−∞

x sin(2− x)

x2 + 2
dx.

12. 23. à)

∞∫
−∞

x2

x4 + 6x2 + 25
dx; á)

∞∫
−∞

x cos(1− 2x)

x2 + 4
dx.

12. 24. à)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 9)(x2 + 16)
; á)

∞∫
−∞

x3 + x

x4 + 1
sin 2x dx.

Çàäà÷à 13

13. 1. Âû÷èñëèòü ñóììó sinx+ r sin(x+ α) + r2 sin(x+ 2α) + . . . , r < 1.

13. 2. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ îáõîäèò íà÷àëî êîîðäè-

íàò, òî
r∫
1

dξ

ξ
= ln r + iϕ+ 2πk,

ãäå z = reiϕ, k � öåëîå ÷èñëî, óêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ðàç ïóòü èí-

òåãðèðîâàíèÿ îáõîäèò íà÷àëî êîîðäèíàò.

26



13. 3. Ïóñòü z = reiϕ è f(z) = u(r, ϕ) + iv(r, ϕ). Çàïèñàòü óñëîâèÿ Êîøè�

Ðèìàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

13. 4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |a| 6= R, òî

∫
|z|=R

|dz|
|z − a||z + a|

<
2πR

|R2 − |a|2|
.

13. 5. Âû÷èñëèòü ñóììó cosx+ r cos(x+ α) + . . .+ rn cos(x+ nα).

13. 6. Äîêàçàòü, ÷òî

∞∫
0

e−ax
2

cos 2bx dx =

√
π

2
e−b

2

, a > 0.

13. 7. Ïóñòü z1 è z2 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à a1 è a2 �

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, a2
1 + a2

2 6= 0. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

|z1|2 + |z2|2 −
∣∣z2

1 + z2
2

∣∣ 6 2
|a1z1 + a2z2|2

a2
1 + a2

2

6 |z1|2 + |z2|2 +
∣∣z2

1 + z2
2

∣∣ .
Óêàçàíèå. Ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûé óãîë α òàêîé, ÷òî tgα = a1

a2
;

ïðåäñòàâèòü îöåíèâàåìîå âûðàæåíèå â âèäå A+B sin 2α+ C cos 2α

è íàéòè åãî íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.

13. 8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå óñëîâèÿì |z| = 1 è z 6= −1, ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðåäñòàâëåíî â âèäå z = 1+iξ
1−iξ , ãäå ξ ∈ R1.

13. 9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè z + z−1 = 2 cosα, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî-

ãî n ñïðàâåäëèâî zn + z−n = 2 cosnα.

13. 10. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ w = f(z) êîíôîðìíî

îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã |z| < 1 íà îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü D

ïëîñêîñòè W , òî ïëîùàäü S îáëàñòè D âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

SD =

∫∫
|z|<1

∣∣∣∣ dw

dz

∣∣∣∣2 dx dy.

13. 11. Äîêàçàòü ôîðìóëó

n∑
k=0

Ckn cos kϕ = 2n
(

cos
ϕ

2

)n
cos

nϕ

2
, 0 6 ϕ 6 π.
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13. 12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) = u+ iv è ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåí-

öèðóåìû â îáëàñòè D ⊂ C. Äîêàçàòü, ÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ
îò ïåðåìåííûõ (x, y) ê ïåðåìåííûì (u, v) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D(u, v)

D(x, y)
=

∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣∂f∂z

∣∣∣∣2.
13. 13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) = u+ iv è ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåí-

öèðóåìû â îáëàñòèD ⊂ C. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà

â îáëàñòè D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂f
∂z = 0.

13. 14. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè f(z) àíàëèòè÷íà â ïîëîñå

0 6 y 6 h, lim
x→±∞

f(x+ iy) = 0 è èíòåãðàë
+∞∫
−∞

f(x) dx ñóùåñòâóåò,

òî èíòåãðàë
+∞∫
−∞

f(x+ ih) dx òàêæå ñóùåñòâóåò, è ýòè èíòåãðàëû

ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

13. 15. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè f(z) àíàëèòè÷íà â óãëå

0 6 arg z 6 α (0 < α 6 2π), lim
z→∞

zf(z) = 0 è èíòåãðàë
+∞∫
−∞

f(x) dx

ñóùåñòâóåò, òî
∫
f(z) dz âäîëü ëó÷à z = reiα, 0 6 r 6∞ òàêæå ñó-

ùåñòâóåò, è ýòè èíòåãðàëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

13. 16. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïóòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ±i, òî

1∫
0

dξ

ξ2 + 1
=
π

4
+ kπ,

ãäå k � öåëîå ÷èñëî.

13. 17. Ïóñòü f(z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòó-

ðîì C; z1, z2, . . . , zn � ðàçëè÷íûå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè âíóòðè C,

è ωn(z) = (z − z1) · (z − z2) · . . . · (z − zn). Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë

P (z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ωn(ζ)

ωn(ζ)− ωn(z)

ζ − z
dζ
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åñòü ìíîãî÷ëåí (n− 1)-îé ñòåïåíè, ñîâïàäàþùèé ñ f(z) â òî÷-

êàõ z1, z2, . . . , zn (ìíîãî÷ëåí P (z) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà).

13. 18. Ïóñòü f(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå {z ∈ C : |z| < R} è íåïðåðûâ-

íà â çàìêíóòîì êðóãå {z ∈ C : |z| 6 R}. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫∫
r<|z|<R

f(z) dxdy, r > 0.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñðåäíåì.

13. 19. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ

è îãðàíè÷åííàÿ âî âñåé ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Äî-

êàçàòü ýòó òåîðåìó, âû÷èñëèâ èíòåãðàë

∫
|z|=R

f(z)

(z − a)(z − b)
dz,

(|a| < R, |b| < R) è ïðîèçâåäÿ åãî îöåíêó ïðè R→∞.

13. 20. Ôóíêöèÿ f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïðîñòûì

çàìêíóòûì êîíòóðîì C, ñîäåðæàùèì âíóòðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäè-

íàò. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå âåòâè Ln z ñïðàâåäëèâî

1

2πi

∫
C

f ′(z) Ln z dz = f(z0)− f(0),

ãäå z0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Óêàçàíèå. Èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.

13. 21. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

az3 − z + b = e−z(z + 2)

ïðè a > 0, b > 0 íå èìååò êîðíåé â ïîëóïëîñêîñòè

{z ∈ C : Re z > 0}.

13. 22. Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è g(z) àíàëèòè÷íû â òî÷êå z = a

è f(a) = g(a) = 0. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
z→a

f(z)

g(z)
= lim
z→a

g′(z)f2(z)

f ′(z)g2(z)
.
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13. 23. Ïóñòü ôóíêöèÿ z(t) äèôôåðåíöèðóåìà è îòëè÷íà îò íóëÿ. Äîêà-

çàòü ôîðìóëó
d

dt

z(t)

|z(t)|
= i

z(t)

|z(t)|
Im

z′(t)

z(t)
.

13. 24. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà âî âñåé ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γa ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, èäóùèé

èç òî÷êè a â òî÷êó a+ 1. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
a→∞

∫
γa

f(z) dz = f(∞).
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×àñòü 2. Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷

Çàäà÷à 1

Âû÷èñëèòü

(√
2+
√

3
2 + i

4
√

7−4
√

3
2

)6

.

Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî 7− 4
√

3 = 4− 2 · 2
√

3 + 3 =
(
2−
√

3
)2
, è íàøå âûðàæå-

íèå ïðèîáðåòàåò âèä(√
2 +
√

3

2
+ i

√
2−
√

3

2

)6

= z6,

ãäå z =

√
2+
√

3
2 + i

√
2−
√

3
2 . Ïðåäñòàâèì z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå,

÷òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ ôîðìóëó Ìóàâðà:

zn = rn(cosϕ+ i sinϕ)n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ), n ∈ N.

Â íàøåì ñëó÷àå

r =

√√√√(√2 +
√

3

2

)2

+

(√
2−
√

3

2

)2

=

√
2 +
√

3

4
+

2−
√

3

4
= 1,

ϕ = arctg

√
2−
√

3

2 +
√

3
⇒ tgϕ =

√
2−
√

3

2 +
√

3
.

Íàéä¼ì tg 2ϕ ïî èçâåñòíîé èç òðèãîíîìåòðèè ôîðìóëå:

tg 2ϕ =
2 tgϕ

1− tg2 ϕ
=

2
√

2−
√

3
2+
√

3

1− 2−
√

3
2+
√

3

= 2

√
2−
√

3
2+
√

3
(2 +

√
3)

2

2 +
√

3− 2 +
√

3
=

=

√
(2−

√
3)(2 +

√
3)

√
3

=
1√
3

=

√
3

3
.
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Òàêèì îáðàçîì,

2ϕ = 30◦ ⇒ ϕ = 15◦;

z = cos 15◦ + i sin 15◦ ⇒ z6 = cos 90◦ + i sin 90◦ = i.

Îòâåò:

(√
2+
√

3
2 + i

4
√

7−4
√

3
2

)6

= i.

Çàäà÷à 2

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

à) z4 −
√

3 + i = 0;

á) z3 + 2|z| = Re z 3 + 8;

â) sin z = 2.

Ðåøåíèå

a) z4 −
√

3 + i = 0.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ z4 =
√

3− i ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âñåâîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

4
√√

3− i.
Òàê êàê

r =
∣∣∣√3− i

∣∣∣ =

√(√
3
)2

+ 1 =
√

4 = 2,

ϕ = arg
(√

3− i
)

= arctg

(
− 1√

3

)
= −π

6
,

òî
4

√√
3− i =

4
√

2

(
cos
−π6 + 2πk

4
+ i sin

−π6 + 2πk

4

)
, k = 0, 3.

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî k çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, íàõîäèì ÷åòûðå êîðíÿ

óðàâíåíèÿ.

Îòâåò:

z1 =
4
√

2
(

cos
(
− π

24

)
+ i sin

(
− π

24

))
, z2 =

4
√

2

(
cos

11π

24
+ i sin

11π

24

)
,

z3 =
4
√

2

(
cos

23π

24
+ i sin

23π

24

)
, z4 =

4
√

2

(
cos

35π

24
+ i sin

35π

24

)
.
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á) z3 + 2|z| = Re z 3 + 8.

z = x+ iy ⇒

(x+ iy)3 + 2
√
x2 + y2 = Re (x− iy)3 + 8;

x3 + 3x2yi− 3xy2 − iy3 + 2
√
x2 + y2 = Re

(
x3 − 3x2yi− 3xy2 + iy3

)
+ 8;

x3 + 3x2yi− 3xy2 − iy3 + 2
√
x2 + y2 = x3 − 3xy2 + 8;(

3x2y − y3
)
i+ 2

√
x2 + y2 = 8.

Ñðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîí

óðàâíåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

âåëè÷èíàìè x è y � äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè èñêîìîãî ÷èñëà z:
√
x2 + y2 = 4,

3x2y − y3 = 0.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû y = 0 è y = ±
√

3x. Ïîäñòàâèì y = 0

â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

√
x2 = 4 ⇔ |x| = 4 ⇔ x = ±4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè äâà ðåøåíèÿ z1,2 = ±4.

Ïîäñòàâèì y = ±
√

3x â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

√
4x2 = 4 ⇔ 2|x| = 4 ⇔ |x| = 2 ⇔ x = ±2.

Ïîëó÷àåì åù¼ ÷åòûðå ðåøåíèÿ: z3,4 = ±2± 2
√

3i è z5,6 = ±2∓ 2
√

3i.

Îòâåò: z1,2 = ±4, z3,4 = ±2± 2
√

3i, z5,6 = ±2∓ 2
√

3i.

â) sin z = 2.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîé

ïåðåìåííîé sin z = eiz−e−iz
2i . Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

eiz − e−iz = 4i.
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Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà âåëè÷èíó eiz, ïîëó÷àåì:

e2iz − 4ieiz − 1 = 0.

Ðåøèâ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî eiz, íàõîäèì, ÷òî

eiz =
(

2±
√

3
)
i ⇔ iz = Ln

((
2±
√

3
)
i
)
⇔ z = −iLn

((
2±
√

3
)
i
)
.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ëîãàðèôìà

z = −i
(

ln
∣∣∣(2±

√
3
)
i
∣∣∣+ i

(
arg

((
2±
√

3
)
i
)

+ 2πk
))

, k ∈ Z,

ïîëó÷àåì äâà ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Îòâåò: z1 = −i
(
ln
(
2 +
√

3
)

+ i
(
π
2 + 2πk

))
, k ∈ Z,

z2 = −i
(
ln
(
2−
√

3
)

+ i
(
π
2 + 2πn

))
, n ∈ Z.

Çàäà÷à 3

Íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:
∣∣∣ z+1−i
z−1+i

∣∣∣ < 1.

Ðåøåíèå

y

x0

y=x

z

Ðèñ. 1.

Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåí-

ñòâó

|z + 1− i| < |z − 1 + i|.

Çàïèøåì ïîñëåäíåå â âèäå

|x+ iy + 1− i| < |x+ iy − 1 + i|,

|x+ 1 + i(y − 1)| < |x− 1 + i(y + 1)|,

îòêóäà èìååì:√
(x+ 1)

2
+ (y − 1)

2
<

√
(x− 1)

2
+ (y + 1)

2
.
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Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà â êâàäðàò ïîëó÷àåì

x2 + 2x+ 1 + y2 − 2y + 1 < x2 − 2x+ 1 + y2 + 2y + 1 ⇔ x < y.

Ýòî íåðàâåíñòâî çàäà¼ò ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ. 1).

Çàäà÷à 4

Âîññòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) ïî èçâåñòíîé äåéñòâè-

òåëüíîé ÷àñòè u(x, y) = x2 − y2 − 3x+ y.

Ðåøåíèå

Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Ïåðâîå óñëîâèå äà¼ò
∂v

∂y
=
∂u

∂x
= 2x− 3.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ïåðåìåííîé y:

v(x, y) = 2xy − 3y + ϕ(x),

ãäå ϕ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Èñïîëüçóåì âòîðîå óñëîâèå Êîøè�Ðèìàíà:

∂v

∂x
= 2y − ϕ′(x) = −∂u

∂y
.

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è íàõîäèì, ÷òî

∂u

∂y
= −2y + 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

−2y + ϕ′(x) = −2y + 1, ϕ′(x) = 1, ϕ(x) = x+ C.

Òàêèì îáðàçîì, v(x, y) = 2xy − 3y + x+ C.

Îòâåò: f(z) = x2−y2−3x+y+ i(2xy−3y+x+C) = z2−3z+ iz+Ci.
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Çàäà÷à 5

Íàéòè îáðàç îáëàñòè D = {z ∈ C : |z − 1| < 1, |z − i| < 1} (ðèñ. 2)

ïðè îòîáðàæåíèè w = 1
z .

Ðåøåíèå

Íàéä¼ì îáðàç ãðàíèöû îáëàñòè D ïðè îòîáðàæåíèè w. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ñïîñîá ïåðâûé. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòåé |z − 1| = 1

è |z − i| = 1 ôóíêöèþ w = 1
z , ïîëó÷èì

|1− w| = |w| è |1− iw| = |w|.

Òàê êàê w = u+ iv, òî

|1− u− iv| = |u+ iv| è |1 + v − iu| = |u+ iv|;

(1− u)2 + v2 = u2 + v2 è u2 + (1 + v)2 = u2 + v2.

Ðåøèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì u = 1
2 , v = − 1

2 . Çíà÷èò ôóíêöèÿ w = 1
z

îòîáðàæàåò îêðóæíîñòè |z − 1| = 1, |z − i| = 1 ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìûå

u = 1
2 , v = − 1

2 .

Ñïîñîá âòîðîé.

y

x0

D

z

1

1

Ðèñ. 2.

Èñïîëüçóåì êðóãîâîå ñâîéñòâî

äðîáíî�ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ:

äðîáíî�ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

w(z) = az+b
cz+d , ãäå c 6= 0, ïåðåâîäèò

îêðóæíîñòè è ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷å-

ðåç òî÷êó z = −dc , â ïðÿìûå. Ñîãëàñíî
êðóãîâîìó ñâîéñòâó îáðàçàìè îáåèõ

îêðóæíîñòåé áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïðÿìûå.

Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè

îáðàçû êàêèõ-íèáóäü äâóõ òî÷åê.

Íà ïåðâîé îêðóæíîñòè |z − 1| = 1
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âîçüì¼ì äâå òî÷êè z1 = 2 è z2 = 1 + i. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà w(1) = 1
2 ,

w(1 + i) = 1
1+i = 1

2 −
i
2 , äåëàåì âûâîä, ÷òî îáðàçîì ïåðâîé îêðóæíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ u = 1
2 . Íà âòîðîé îêðóæíîñòè |z − i| = 1 ðàñïîëîæåíû

òî÷êà z3 = 2i, ïåðåõîäÿùàÿ ïðè îòîáðàæåíèè w = 1
z â òî÷êó w(2i) = − i

2 ,

è òî÷êà z4 = 1 + i, ïåðåõîäÿùàÿ â òî÷êó w(1 + i) = 1
2 −

i
2 . Ñðàâíèâàÿ

îáðàçû òî÷åê z3 è z4, çàêëþ÷àåì, ÷òî âòîðàÿ îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò

â ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ v = − 1
2 .

v

u0

w

1

2

1

2

Ðèñ. 3.

Èòàê, îáðàçîì ãðàíèöû îáëà-

ñòè D ÿâëÿþòñÿ äâå ïðÿìûå u = 1
2 ,

v = − 1
2 , ðàçäåëÿþùèå ïëîñêîñòü

C íà ÷åòûðå îáëàñòè. Ïîñêîëüêó

òî÷êå z = 0, 5(1 + i), ïðèíàäëåæà-

ùåé îáëàñòè D, ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà

w = 1
0,5(1+i) = 1− i, òî îáðàçîì îáëà-

ñòè D ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ

òî÷êó w = 1− i (ðèñ. 3).

Çàäà÷à 6

Íàéòè ôóíêöèþ w(z), îòîáðàæàþùóþ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

îáëàñòü D = {z ∈ C : 0 < Im z < π, Re z > 0} ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó[
πi
2 ; πi

2 + 1
]
(ðèñ. 4).

Ðåøåíèå

Ôóíêöèÿ w = ez îòîáðàæàåò ïðÿìóþ x = x0 â îêðóæíîñòü |w| = ex0 ,

à ïðÿìóþ y = y0 â ëó÷ argw = y0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ w1 = ez îòîá-

ðàæàåò îáëàñòü D íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ âûáðîøåííûì åäèíè÷-

íûì ïîëóêðóãîì è ðàçðåçîì
[
e
πi
2 ; e

πi
2 +1

]
= [i; ei] (îáëàñòü D1 íà ðèñ. 5).

Äàëåå èñïîëüçóåì êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ òèïîâûõ îáëàñòåé, îñó-

ùåñòâëÿåìûå ýëåìåíòàðíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ôóíêöèÿ
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x

y

0

z

1

π

π

2
D

x

y

0

w

1

D
e

1
1

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

x

y

0

wD

sh1

2
2

x

y w

0

D
3

3

-sh
2

1

Ðèñ. 6. Ðèñ. 7.

x

y w

0

D
4

4

x

y w

0

Ðèñ. 8. Ðèñ. 9.
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Æóêîâñêîãî w2 = 1
2

(
w1 + 1

w1

)
îòîáðàæàåò îáëàñòü D1 íà âåðõíþþ ïî-

ëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì [0; i sh 1] (îáëàñòü D2 íà ðèñ. 6). Èñïîëüçóåì

ôóíêöèþ w3 = w2
2, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò îáëàñòü D2 íà âñþ ïëîñêîñòü

ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [− sh2 1; +∞) (ðèñ. 7). Ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïå-

ðåíîñà w4 = w3 + sh2 1 âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè íà sh2 1 ðàçðåç [− sh2 1; +∞)

ïåðåõîäèò â ðàçðåç [0; +∞) (ðèñ. 8). Ïðåîáðàçîâàíèå w =
√
w4 îòîáðà-

æàåò ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [0; +∞) íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

(ðèñ. 9).

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ w(z) èìååò âèä

w =

√
w3 + sh2 1 =

√
w2

2 + sh2 1 =

√
1

4

(
w1 +

1

w1

)2

+ sh2 1 =

=

√
1

4

(
ez +

1

ez

)2

+ sh2 1.

Îòâåò: w =
√

ch2 z + sh2 1.

Çàäà÷à 7

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫
L

|z| z−2 dz,

ãäå L� âåðõíÿÿ äóãà îêðóæíîñòè |z| = 2, îáõîä êðèâîé L ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè.

Ðåøåíèå

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, íî íå

àíàëèòè÷åñêîé. Óðàâíåíèå âåðõíåé äóãè îêðóæíîñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîé
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ôîðìå èìååò âèä

z = 2eit, 0 6 t 6 π.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = 2e−it, dz = 2ieit, ïîëó÷àåì

∫
L

|z| z−2 dz =

π∫
0

2 · 4e−2it · 2ieit dt = 16i

π∫
0

e−it dt =

= −16e−it
∣∣π
0

= −16
(
e−iπ − 1

)
= −16(−1− 1) = 32.

Îòâåò:

∫
L

|z| z−2 dz = 32.

Çàäà÷à 8

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè,∮
|z−1|=3

ez

z(z − π)
3 dz.

Ðåøåíèå

Âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ z1 = 0 è z2 = π. Ïîñòðîèì ìíîãî-

ñâÿçíóþ îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ îêðóæíîñòüþ Γ = {z : |z − 1| = 3}

è âíóòðåííèìè êîíòóðàìè γ1 = {z : |z| = ρ} è γ2 = {z : |z − π| = ρ}

(0 < ρ < 4−π). Òîãäà â ýòîé îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(z) = ez

z(z−π)3
ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé, è èíòåãðàë ïî âíåøíåìó êîíòóðó Γ ðàâåí ñóììå èíòå-

ãðàëîâ ïî âíóòðåííèì êîíòóðàì γ1 è γ2 (îáõîä âñåõ êîíòóðîâ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè):∮
|z−1|=3

ez

z(z − π)
3 dz =

∮
γ1

ez

z(z − π)
3 dz +

∮
γ2

ez

z(z − π)
3 dz.
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Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè äëÿ ôóíêöèè

f(z0) =
1

2πi

∮
Γ

f(z)

z − z0
dz

è å¼ ïðîèçâîäíûõ

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
Γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz

(z0 � òî÷êà, ëåæàùàÿ âíóòðè êîíòóðà), ïîëó÷àåì∮
γ1

ez

z(z − π)
3 dz = 2πi

ez

(z − π)
3

∣∣∣∣∣
z=0

= −2πi

π3
= − 2i

π2
,

∮
γ2

ez

z(z − π)
3 dz=

2πi

2!

(
ez

z

)′′∣∣∣∣∣
z=π

=πi
ez(z2−2z+2)

z3

∣∣∣∣
z=π

=
eπ(π2−2π+2)

π2
i.

Îòâåò:

∮
|z−1|=3

ez

z(z − π)
3 dz =

eπ(π2 − 2π + 2)− 2

π2
i.

Çàäà÷à 9

Ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòè D = {z ∈ C : 0 < |z + 2| < 5}

ôóíêöèþ f(z) =
z

z2 − z − 6
.

Ðåøåíèå

Ðàçëîæèì äàííóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

f(z) =
z

z2 − z − 6
=

z

(z + 2)(z − 3)
=

A

z + 2
+

B

z − 3
,

èëè z = A(z − 3) +B(z + 2). Ïîëàãàÿ z = 3, ïîëó÷àåì 3 = 5B, ò. å.B = 3
5 ;

z = −2, èìååì −2 = −5A, A = 2
5 . Òàêèì îáðàçîì,

f(z) =
2

5
· 1

z + 2
+

3

5
· 1

z − 3
.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå óæå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ëîðàíà â îáëà-

ñòè D, à âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèì â âèäå

3

5
· 1

z − 3
=

3

5
· 1

(z + 2)− 5
= − 3

25
· 1

1− z+2
5

.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ
∣∣ z+2

5

∣∣ < 1, òî âûðàæåíèå 1
1− z+2

5

ìîæíî ðàçëîæèòü

ïî ôîðìóëå ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Îòâåò: f(z) = 2
5 ·

1
z+2 −

3
25 ·

(
1 + z+2

5 + (z+2)2

52 + . . .+ (z+2)n

5n + . . .
)
.

Çàäà÷à 10

Íàéòè âû÷åòû ôóíêöèè f(z) =
z2 + z + 1

z2(z + i)
.

Ðåøåíèå

Èçîëèðîâàííûìè îñîáûìè òî÷êàìè äëÿ äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ

òî÷êè z1 = 0 è z2 = −i, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè-

÷¼ì, òî÷êà z1 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà, à z2 = −i � ïðî-

ñòûì ïîëþñîì.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà îòíîñèòåëüíî ïîëþñà

âòîðîãî ïîðÿäêà, íàõîäèì

res f(0) = lim
z→0

(
z2f(z)

)′
= lim
z→0

(
z2 + z + 1

z + i

)′
=

= lim
z→0

(2z + 1)(z + i)−
(
z2 + z + 1

)
(z + i)

2 =
i− 1

i2
= −i+ 1.

Òàê êàê òî÷êà z2 = −i ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì, òî

res f(−i) = lim
z→−i

(z + i)f(z) = lim
z→−i

z2 + z + 1

z2
=
i2 − i+ 1

i2
=
−i
−1

= i.

Îòâåò: res f(0) = 1− i, res f(−i) = i.
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Çàäà÷à 11

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ âû÷èñëèòü èíòåãðàë∮
|z−i|=3

z + 2

z3 − 3z2 + z − 3
dz.

Ðåøåíèå

Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ∮
Γ

f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

res f(zk),

ãäå zk � îñîáûå òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè êîíòóðà Γ.

Ðàçëàãàÿ çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè

z3−3z2 + z−3 = z2(z−3) + (z−3) = (z2 + 1)(z−3) = (z− i)(z+ i)(z−3),

âèäèì, ÷òî îñîáûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ z1 = i, z2 = −i, z3 = 3. Âñå îíè �

ïðîñòûå ïîëþñû. Âíóòðè îêðóæíîñòè |z − i| = 3 ëåæàò òîëüêî ïåðâûå

äâå òî÷êè. Âû÷èñëèì âû÷åòû â ýòèõ òî÷êàõ.

res f(i) = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

z + 2

(z + i)(z − 3)
=

i+ 2

2i(i− 3)
,

res f(−i) = lim
z→−i

(z + i)f(z) = lim
z→−i

z + 2

(z − i)(z − 3)
=

2− i
2i(i+ 3)

.

Ñëåäîâàòåëüíî,∮
|z−i|=3

z + 2

z3 − 3z2 + z − 3
dz = 2πi

(
i+ 2

2i(i− 3)
+

2− i
2i(i+ 3)

)
=

= π

(
i+ 2

i− 3
+

2− i
i+ 3

)
=

(i+ 2)(i+ 3) + (2− i)(i− 3)

−1− 9
π = −10

10
iπ = −πi.

Îòâåò:

∮
|z−i|=3

z + 2

z3 − 3z2 + z − 3
dz = −πi.
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Çàäà÷à 12

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

à)

∞∫
0

dx

1 + x8
; á)

∞∫
0

sin3 x

x3
dx.

Ðåøåíèå

x

y

0

C R

RR

Ðèñ. 10.

a)

∞∫
0

dx

1 + x8
.

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò ÷¼òíàÿ

ôóíêöèÿ, ïîýòîìó

∞∫
0

dx

1 + x8
=

1

2

∞∫
−∞

dx

1 + x8
.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

∮
C

dz

1 + z8
, ãäå C � êîíòóð, èçîáðàæ¼ííûé

íà ðèñ. 10. Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ èìååì∮
C

dz

1 + z8
=

R∫
−R

dx

1 + x8
+

∫
CR

dz

1 + z8
= 2πi

n∑
k=1

res
z=ak

1

1 + z8
,

ãäå ak, k = 1, n, � âñå îñîáûå òî÷êè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âíóòðè

êîíòóðà C. Ïóñòü R âûáðàíî íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè

ôóíêöèè f(z) = 1
1+z8 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïîïàäàþò âíóòðü êîíòó-

ðà C.

Òåïåðü îöåíèì èíòåãðàë

∫
CR

dz

1 + z8
, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ îöåíêó èí-

òåãðàëà ∣∣∣∣∣∣
∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ 6M · LC ,
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ãäå M = max
z∈C
|f(z)|; LC � äëèíà êîíòóðà C. Ñíà÷àëà îöåíèì ïîäûíòå-

ãðàëüíóþ ôóíêöèþ:

∣∣1 + z8
∣∣ > ∣∣1− |z|8∣∣ =

∣∣1−R8
∣∣ ⇒ 1

1 + z8
6

1

|1−R8|
∼ 1

R8
ïðè R→ +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣∣∣
∫
CR

dz

1 + z8

∣∣∣∣∣∣ 6M(R) · πR ∼ 1

R7
.

Çíà÷èò, lim
R→∞

∫
CR

dz

1 + z8
= lim
R→∞

1

R7
= 0 è

∞∫
−∞

dx

1 + x8
= 2πi

n∑
k=1

res
z=ak

1

1 + z8
.

Íàéä¼ì òåïåðü âñå îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè f(z) = 1
1+z8 , ëåæàùèå

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ðåøèì óðàâíåíèå z8 + 1 = 0, èñïîëüçóÿ âòî-

ðóþ ôîðìóëó Ìóàâðà.

z8 = −1 ⇒

z = 8
√
−1 = 8

√
cosπ + i sinπ = cos

π + 2πk

8
+ i sin

π + 2πk

8
, k = 0, 7.

Íàì íóæíû òîëüêî ÷åòûðå êîðíÿ, ëåæàùèå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:

z1 = cos
π

8
+ i sin

π

8
= ei

π
8 , z2 = ei

3π
8 , z3 = ei

5π
8 , z4 = ei

7π
8 .

Âñå êîðíè ïðîñòûå, ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè f(z) = 1
1+z8 ýòî áóäóò ïðîñòûå

ïîëþñû. Ïðè âû÷èñëåíèè âû÷åòîâ èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ïðîñòûõ

ïîëþñîâ:

res
z=a

ϕ(z)

ψ(z)
=

ϕ(a)

ψ′(a)
, ïðè óñëîâèè, ÷òî ϕ(a) 6= 0.

Òîãäà,

∞∫
−∞

dx

1 + x8
= 2πi

4∑
k=1

1

8z7

∣∣∣∣
z=zk

=
πi

4

(
1

e
7π
8 i

+
1

e
21π
8 i

+
1

e
35π
8 i

+
1

e
49π
8 i

)
=
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=
πi

4

(
e−

7π
8 i + e−

21π
8 i + e−

35π
8 i + e−

49π
8 i
)

=
πi

4

(
cos

7π

8
− i sin

7π

8
+

+ cos
21π

8
− i sin

21π

8
+ cos

35π

8
− i sin

35π

8
+ cos

49π

8
− i sin

49π

8

)
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ, ïîëó÷èì

∞∫
−∞

dx

1 + x8
=
π

2

(
sin

π

8
+ sin

3π

8

)
= π sin

π

4
cos

π

8
= π

sin π
4 cos π8 sin π

8

sin π
8

=

=
π

2
·

sin2 π
4

sin π
8

=
π

2
·

1− cos π2
2

· 1

sin π
8

=
π

4 sin π
8

.

Îòâåò:

∞∫
0

dx

1 + x8
=

π

8 sin π
8

.

x

y

0

C R

RR ρ-ρ

Cρ

Ðèñ. 11.

á)

∞∫
0

sin3 x

x3
dx.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë íåñîáñòâåííûé

I è II ðîäà îäíîâðåìåííî. Íî â îñîáîé òî÷-

êå x = 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðà-

íè÷åíà, à â îñîáîé òî÷êå x = +∞ áåñêî-

íå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ f(x) = sin3 x
x3 ýêâè-

âàëåíòíà ôóíêöèè 1
x3 , çíà÷èò èíòåãðàë

ñõîäèòñÿ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêîìîãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëîì

îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âèäà

I =

∫
C

e3iz − 3eiz + 2

z3
dz,

46



ãäå C � êîíòóð, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 11. Òàê êàê âíóòðè êîíòóðà C

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ, òî ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå

Êîøè I = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàë I ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå èíòå-

ãðàëà:

I =

R∫
ρ

e3ix − 3eix + 2

x3
dx+

−ρ∫
−R

e3ix − 3eix + 2

x3
dx+

+

∫
C−
ρ

e3iz − 3eiz + 2

z3
dz +

∫
CR

e3iz − 3eiz + 2

z3
dz = I1 + I2 + I3 + I4.

Â èíòåãðàëå I2 ñäåëàåì çàìåíó x = −t è îáúåäèíèì ýòîò èíòåãðàë ñ I1:

I1 + I2 =

R∫
ρ

e3ix − 3eix + 2

x3
dx−

R∫
ρ

e−3it − 3e−it + 2

t3
dt =

=

R∫
ρ

(
e3ix − e−3ix

)
− 3

(
eix − e−ix

)
x3

dx = 2i

R∫
ρ

sin 3x− 3 sinx

x3
dx.

Ïî èçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëå sin 3x− 3 sinx = −4 sin3 x.

Òàêèì îáðàçîì,

I1 + I2 = −8i

R∫
ρ

sin3 x

x3
dx.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I4:

I4 =

∫
CR

e3iz − 3eiz

z3
dz + 2

∫
CR

dz

z3
.

Îáà èíòåãðàëà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R→ +∞: ïåðâûé ïî ëåììå Æîð-

äàíà, âòîðîé â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè çàìåíå z = Reiϕ (ϕ ∈ [0; π]) ïîëó÷èòñÿ

âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè R→ +∞ (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿ-

òåëüíî).
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Ïåðåéä¼ì ê èíòåãðàëó I3. Ïðåæäå ÷åì åãî ðåøèòü, ðàçëîæèì

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 ÷èñëèòåëü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî ôîð-

ìóëå Òåéëîðà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

et = 1 +
t

1!
+
t2

2!
+ . . .+

tn

n!
+ o (tn) .

e3iz − 3eiz + 2 = −3z2 − 4z3i+ o
(
z3
)
.

Òîãäà,

I3 =

∫
C−
ρ

−3z2 − 4z3i+ o
(
z3
)

z3
dz = −3

∫
C−
ρ

dz

z
− 4i

∫
C−
ρ

dz +

∫
C−
ρ

o
(
z3
)

z3
dz.

Âñå ýòè èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ çàìåíû z = ρeiϕ

(ϕ ∈ [π; 0]): ∫
C−
ρ

dz

z
=

0∫
π

ρieiϕ

ρeiϕ
dϕ = i

0∫
π

dϕ = −πi.

∫
C−
ρ

dz = iρ

0∫
π

eiϕ dϕ = 2ρ →
ρ→0

0.

Âñå ïîñëåäóþùèå èíòåãðàëû áóäóò èìåòü åù¼ áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü ρ.

Èòàê, I3 = 3πi− 8ρi+ o (ρ).

Òàêèì îáðàçîì,

I = −8i

R∫
ρ

sin3 x

x3
dx+ 3πi− 8ρi+ o (ρ) + o

(
1

R

)
= 0.

Óñòðåìèì ρ→ 0, R→ +∞:

−8i

∞∫
0

sin3 x

x3
dx+ 3πi = 0 ⇒

∞∫
0

sin3 x

x3
dx =

3π

8
.

Îòâåò:

∞∫
0

sin3 x

x3
dx =

3π

8
.
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