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Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ.

Òèïîâîé ðàñ÷¼ò ñîñòîèò èç ïÿòè çàäàíèé ïî òåìàì "Ôóíêöèè íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ "è "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ". Ìåòîäè÷åñêèå óêà-

çàíèÿ íå ñîäåðæàò ïîëíîãî èçëîæåíèÿ òåîðèè, à ëèøü íàïîìèíàþò íåêî-

òîðûå ôàêòû è òèïîâûå ïðè¼ìû. Äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ ðàçîáðàíû òèïî-

âûå ïðèìåðû.

1. Â ïåðâîì çàäàíèè ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ

òð¼õ ïåðåìåííûõ u(x, y, z) ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (e).

Çàäà÷à 1.

u = z · yx3+z+4, (e):

z
∂2u

∂x∂z
= 3x2(1 + z ln y) ln y · u.

Ðåøåíèå.

∂u

∂z
= yx

3+z+4 + z yx
3+z+4 ln y = yx

3+z+4(1 + z ln y).

Òåïåðü âîçüì¼ì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x îò ïîëó÷åííîé ôóíêöèè:

∂2u

∂x∂z
= yx

3+z+43x2 ln y(1 + z ln y).

Óìíîæèì ðåçóëüòàò íà z è ñðàâíèì ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (å):

z
∂2u

∂x∂z
= 3x2(1 + z ln y) ln y u.

Îòâåò. Ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (e).

2. Âî âòîðîì çàäàíèè ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z(x, y) â çàìêíóòîé îáëàñòè D.

Çàäà÷à 2,a.

z = x2 + 6x+ y2 + 2y+ 9, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè −4 ≤ x ≤ −2

è −2 ≤ y ≤ 0.
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Ðåøåíèå.

Èùåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
è
∂z

∂y
è ïðèðàâíèâàåì èõ ê íóëþ.

∂z

∂x
= 2x+ 6 = 0⇒ x = −3,

∂z

∂y
= 2y + 2 = 0⇒ y = −1.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (-3;-1) ëåæèò âíóòðè îáëàñòè D. Ýòî òî÷êà ìèíè-

ìóìà ôóíêöèè z, ò.ê. âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

∂2z

∂x2
∣∣
(−3,−1) ∗

∂2z

∂y2
∣∣
(−3,−1) − (

∂2z

∂x∂y

∣∣)2 > 0

è
∂2z

∂x2
∣∣
(−3,−1) > 0.

Äåéñòâèòåëüíî,
∂2z

∂x2
=
∂2z

∂y2
= 2,

a
∂2z

∂x∂y
= 0.

Â ýòîé òî÷êå zmin = z(−3,−1) = −1. Òåïåðü èññëåäóåì ãðàíèöó C îáëà-

ñòè D. Îíà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ÷àñòåé. ×àñòü C1:

y = 0,

−4 ≤ x ≤ 2.
×àñòü

C2:

x = −4,

−2 ≤ y ≤ 0.
×àñòü C3:

y = −2,

−4 ≤ x ≤ 2.
×àñòü C4:

x = −2,

−2 ≤ y ≤ 0.

Íà C1 è C3 z = x2 + 6x + 9 = (x + 3)2. x = −3 - òî÷êà ìèíèìóìà

ôóíêöèè z íà ýòèõ îòðåçêàõ, z(−3, 0) = z(−3,−2) = 0. Íà ãðàíèöàõ

êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ

z(−4, 0) = z(−2, 0) = z(−4,−2) = z(−2,−2) = 1.

Íà C2 è C4 z = (y + 1)2. Òî÷êà ìèíèìóìà y = −1. Ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå z(−4,−1) = z(−2,−1) = 0. Cðàâíèâàÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, íàõî-

äèì, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè z â îáëàñòè D zmin(D) = −1, à
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íàèáîëüøåå zmax(D) = 1.

Çàäà÷à 2,b.

Ôóíêöèÿ òà æå, à îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ −2 è 0 ≤ y ≤ 2. Òåïåðü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè z ëåæèò

âíå îáëàñòè D. Îñòà¼òñÿ èññëåäîâàòü ôóíêöèþ z íà ãðàíèöå, êîòîðàÿ

ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ. C1:

y = 0,

−4 ≤ x ≤ −2.
C2:

x = −2,

0 ≤ y ≤ 2.

C3:

y = 2,

−4 ≤ x ≤ −2.
C4:

x = −4,

0 ≤ y ≤ 2.

Íà C1 z = x2 + 6x + 9 = (x + 3)2. Êàê è â çàäà÷å 2,à, íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå z(−3, 0) = 0. Íà êîíöàõ îòðåçêà z(−4, 0) = z(−2, 0) = 1. Íà

C3 z = (x + 3)2 + 8. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå z(−3, 2) = 8. Íà êîíöàõ

îòðåçêà z(−4, 2) = z(−2, 2) = 9. Â ýòîì ïðèìåðå êàê íàèìåíüøåå, òàê è

íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îáëàñòè D äîñòèãàþòñÿ íà ãðàíèöå.

zmin(D) = 0, à zmax(D) = 9.

3. Â òðåòüåì çàäàíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðåäëàãàåòñÿ óêàçàòü òèï

êàæäîãî óðàâíåíèÿ è íàéòè îáùåå (â ïóíêòàõ a,b,d) èëè ÷àñòíîå (â ïóíê-

òå ñ) ðåøåíèå.

Çàäà÷à 3,à. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1 + e2x)y2y′ = ex.

Ðåøåíèå.

Çàïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

(1 + e2x)y2dy − exdx = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

m1(x)n1(y)dx+m2(x)n2(y)dy = 0,
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðàçäåëèì ïå-

ðåìåííûå:

y2dy =
ex

1 + e2x
dx.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè):∫
y2dy =

∫
ex

1 + e2x
dx⇒

⇒ y3

3
= arctg ex +

c

3
⇒

⇒ y = 3
√

3 arctg ex + c .

Ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 3,b.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y − xdy
dx

= x+ y
dy

dx
.

Ðåøåíèå.

Çàïèøåì óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

dy

dx
=
y − x
x+ y

èëè

(y − x)dx− (x+ y)dy = 0.

Ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ò.ê. êîýôôèöèåíòû ïðè dx, dy åñòü îäíîðîä-

íûå ôóíêöèè ïåðâîé ñòåïåíè. Çàìåíîé y = z(x)x èñõîäíîå óðàâíåíèå

ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

(zx− x)dx− (x+ zx)(zdx+ xdz) = 0

Ñîêðàùàÿ íà x (x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì), ïîëó÷èì

(z − 1)dx− (1 + z)(zdx+ xdz) = 0;

(z − 1− z − z2)dx− (1 + z)xdz = 0;

(−z2 − 1)dx = (1 + z)xdz.
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Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:
z + 1

z2 + 1
dz = −dx

x
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå∫
z + 1

z2 + 1
dz = −

∫
dx

x
;

1

2

∫
d(z2 + 1)

z2 + 1
+

∫
dz

z2 + 1
= − ln |x|+ ln c;

1

2
ln(z2 + 1) + arctg z = ln | c

x
|;

arctg z = ln | c

x
√
z2 + 1

|.

Çàìåíÿÿ z íà
y

x
, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë

arctg
y

x
= ln

|c|√
x2 + y2

.

Çàäà÷à 3,ñ.

Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′ = tg x · y + cosx, y(0) = 1.

Ðåøåíèå.

Èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå - ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå

óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = p(x)y + q(x).

Ðàññìîòðèì 2 ñïîñîáà ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.

1 ñïîñîá. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé (Ëàãðàíæà).

Cíà÷àëà ðåøèì ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′ = tg x · y
dy

y
= tg xdx⇒

⇒
∫
dy

y
=

∫
sinxdx

cosx
⇒
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⇒ ln |y| = − ln | cosx|+ ln c.

Ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y =
c

cosx
.

Òåïåðü áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

â âèäå

y =
c(x)

cosx
.

Ïîäñòàâëÿÿ y è y′ =
c′ cosx+ c sinx

cos2 x
â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

c′

cosx
+ c

sinx

cos2 x
= tg x

c

cosx
+ cosx,

c′ = cos2 xdx, îòêóäà

c(x) =

∫
cos2 xdx =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

1

2
x+

1

4
sin 2x+ c1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = (
1

2
x+

1

4
sin 2x+ c1)

1

cosx
.

Ïîäñòàâèâ íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = 1 â ýòî ðåøåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî

c1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè áóäåò

y(x) = (
1

2
x+

1

4
sin 2x+ 1)

1

cosx
.

2 ñïîñîá. Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî òàêæå

ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêó Áåðíóëëè y(x) = u(x)v(x). Òîãäà y′ = u′(x)v(x)+

u(x)v′(x) è èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

u(x)[v′(x)− p(x)v(x)] + u′(x)v(x) = q(x).

Âûáåðåì ôóíêöèþ v(x) òàêîé, ÷òîáû îáðàòèëàñü â íîëü êâàäðàòíàÿ ñêîá-

êà, ò.å. ÷òîáû
dv

dx
+ p(x)v(x) = 0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìè-

ñÿ ïåðåìåííûìè. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè v(x) ìîæíî âûáðàòü ëþáîå ÷àñòíîå

ðåøåíèå. Çàòåì èç óðàâíåíèÿ

v(x)
du

dx
= q(x)

íàéä¼ì u(x) (îïÿòü èìååì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè).

Â íàøåì ïðèìåðå ñíà÷àëà ðåøàåì óðàâíåíèå

dv

dx
− tg x v(x) = 0,

îòêóäà
dv

v
= tg xdx⇒

⇒ v(x) =
c

cosx
.

Ïîëàãàÿ c = 1, âûáèðàåì ÷àñòíîå ðåøåíèå

v =
1

cosx
.

Äàëåå, èùåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

cosx

du

dx
= cosx.

Èìååì

du = cos2 xdx, îòêóäà

u(x) =
1

2
x+

1

4
sin 2x+ c1.

Â èòîãå

y(x) = u(x)v(x) = (
1

2
x+

1

4
sin 2x+ c1)

1

cosx
.

Çàäà÷à 3,d.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ =
4

x
y + x

√
y.

Ðåøåíèå.

Äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå - ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè

y′ = p(x)y + q(x)yα; (α 6= 0;α 6= 1).
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Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà åãî ðåøåíèÿ.

1 ñïîñîá. C ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè z(x) = y1−α èñõîäíîå óðàâíåíèå

ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó. Â íàøåì ïðèìåðå α =
1

2
.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
√
y (y = 0 − ðåøåíèå èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ)
y′
√
y

=
4

x

√
y + x

è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé z = y1−α =
√
y.

Ò.ê.

z′ =
y′

2
√
y
, òî ïîëó÷èì

2z′ =
4

x
z + x èëè

z′ =
2

x
z +

x

2
- ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå.

Ðåøèì åãî ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Íàéä¼ì îáùåå

ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

z′ =
2

x
z ⇒ dz

z
=

2

x
dx ⇒ ln |z| = 2 ln x+ ln c⇒ z = cx2.

Òåïåðü èùåì ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

z(x) = c(x)x2. Òàê êàê z′ = c′x2 + c 2x, òî

c′x2 + 2cx =
2cx2

x
+
x

2
,

c′ =
1

2x
⇒ c(x) =

1

2
ln |x|+ c1 ⇒

⇒ z(x) = (
1

2
ln |x|+ c1)x

2 ⇒ y(x) = z2 = (
1

2
ln |x|+ c1)x

4−

îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

2 ñïîñîá. Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó Áåðíóëëè

y(x) = u(x)v(x). Èìååì

u′v + v′u =
4

x
uv + x

√
uv
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èëè

u[v′ − 4

x
v] + u′v = x

√
uv

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè v(x) ïîòðåáóåì, ÷òîáû v′ − 4

x
v = 0, îòêóäà

v = x4. Äàëåå ïîëó÷èì u′x4 = x
√
ux4

du√
u

=
dx

x
⇒

⇒ u = (
1

2
ln |x|+ c)2 ⇒

⇒ y(x) = (
1

2
ln |x|+ c)2x4.

4. Â ÷åòâ¼ðòîì çàäàíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â ïóíêòå à ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü

óðàâíåíèå, äîïóñêàþùåå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà. Â ïóíêòå b ñëåäóåò íàé-

òè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñî

ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â

ïóíêòå ñ èùåòñÿ îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìå-

òîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ (Ëàãðàíæà).

Çàäà÷à 4,à.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′(ex + 1) + y′ = 0.

Ðåøåíèå.

Ýòî óðàâíåíèå âèäà F (x, y(k), y(k+1)) = 0 (k = 1), ò.å. íå ñîäåðæàùåå

â ÿâíîì âèäå èñêîìóþ ôóíêöèþ. Ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ óäà¼òñÿ,

ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ p(x) = y(k) = y′. Òîãäà

p′ = y(k+1) = y
′′

è
dp

dx
(ex + 1) + p = 0,

dp

p
= − dx

ex + 1

(p = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ),∫
dp

p
= −

∫
dx

ex + 1
.
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Ïóò¼ì çàìåíû ïåðåìåííîé ex + 1 = t, íàõîäèì

ln |p| = ln(ex + 1)− ln ex + ln c,

p = c
ex + 1

ex

(ðåøåíèå p = 0 ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ñåìåéñòâå ïðè c = 0),

dy

dx
= c

ex + 1

ex
,

y = c

∫
ex + 1

ex
dx = c(x− e−x) + c1,

ò.å. íàøëè îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à 4,b.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y3y′′ = −1.

Ðåøåíèå.

Ýòî óðàâíåíèå âèäà F (y, y′, y′′) = 0, ò.å. íå ñîäåðæàùåå â ÿâíîì âè-

äå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x. Ïîíèçèì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ

ïîäñòàíîâêè

y′ = p(y). Òîãäà y′′ = p
dp

dy
.

Äàëåå

y3p
dp

dy
= −1, pdp = −dy

y3

(y = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ);∫
pdp = −

∫
dy

y3
,

p2

2
=

1

2y2
+ c⇒

⇒ p2 =
1

y2
+ 2c⇒ p = ±

√
1

y2
+ 2c;

dy

dx
= ±

√
1 + 2cy2

y
⇒ dx = ± ydy√

1 + 2cy2
⇒

⇒ x = ±
∫

ydy√
1 + 2cy2

= ± 1

4c

∫
d(1 + 2cy2)√

1 + 2cy2
⇒

⇒ x = ± 1

2c

√
1 + cy2 + c1.
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Çàäà÷à 4,c.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xyy′′ − xy′2 = yy′.

Ðåøåíèå.

Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà F (x, y, y
′
, y
′′
) = 0, ãäå

ôóíêöèÿ F - îäíîðîäíàÿ îòíîñèòåëüíî y, y′, y′′ (â íàøåì ïðèìåðå èìååì

îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ âòîðîé ñòåïåíè). Ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâ-

íåíèÿ çàìåíîé y′ = p(x)y. Òîãäà y′′ = (p2 + p′)y è

xy2(p2 + p′)− xy2p2 = y2p.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà y2 (y = 0 - ðåøåíèå èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ):

x(p2 + p′)− xp2 = p,

x
dp

dx
= p,

dp

p
=
dx

x
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì p = cx. Âîçâðàùàÿñü ê ôóíêöèè y, ïîëó÷èì

y′

y
= cx⇒ dy

y
= cxdx ⇒

⇒ y = c1e

cx2

2

(çàìåòèì, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì è ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî

ïðè c1 = 0).
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Çàäà÷à 4,d.

Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 6y′ + 9y = e3x, y(0) = 1, y′(0) = 0

ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðåøåíèå.

Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ èìååò âèä: y = y0+ ỹ, ãäå y0- îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à ỹ - ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ. Ñíà÷àëà èùåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2− 6λ+ 9 = 0 èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü

λ = 3 êðàòíîñòè 2. Òîãäà ôóíêöèè y1 = e3x è y2 = xe3x îáðàçóþò ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′′ − 6y′ + 9y = 0,

à èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ - åãî îáùåå ðåøåíèå

y0(x) = C1e
3x + C2xe

3x.

Èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ïðàâóþ ÷àñòü ñïåöèàëüíîãî âè-

äà f(x) = eαxPn(x), ãäå Pn(x)- ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Â íàøåé çàäà÷à

α = 3, n = 0; α = 3 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2 õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå ỹ = Ax2e3x, ãäå

A- ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè (ýòîò êîýôôèöèåíò è íàäî

íàéòè). Òîãäà

ỹ′ = 2Axe3x + 3Ax2e3x = A(2x+ 3x2)e3x,

ỹ′′ = A((2 + 6x)e3x + 3(2x+ 3x2)e3x) = A(2 + 12x+ 9x2)e3x.

Êîýôôèöèåíò A íàéä¼ì, ïîäñòàâèâ ỹ, ỹ′, ỹ′′ â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

A(2 + 12x+ 9x2)e3x − 6A(2x+ 3x2)e3x + 9Ax2e3x = e3x.

Ñîêðàùàÿ íà e3x, èìååì:

2A+ 12Ax+ 9Ax2 − 12Ax− 18Ax2 + 9Ax2 = 1⇒
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⇒ 2A = 1⇒ A =
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ỹ(x) =
1

2
x2e3x;

y(x) = C1e
3x +C2xe

3x +
1

2
x2e3x− îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ;

y′(x) = 3C1e
3x + C2e

3x + 3C2xe
3x + xe3x +

3

2
x2e3x

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âûðàæåíèÿ

äëÿ y, y′:

C1 = 1

3C1 + C2 = 0
⇒

C1 = 1

C2 = −3.

Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

y(x) = e3x − 3xe3x +
1

2
x2e3x.

Çàäà÷à 4,e.

Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y
′′

+ y
′
= cos 2x, y(0) =

1

5
, y

′
(0) = 1

ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðåøåíèå.

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñíà÷àëà èùåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ y
′′

+ y
′
= 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + λ = 0 èìååò

äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 = 0 è λ2 = −1; îáùåå ðåøåíèå

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y0(x) = C1 + C2e
−x. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

èìååò ñïåöèàëüíóþ ïðàâóþ ÷àñòü áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì â çàäà÷å 4,d:

f(x) = eαx(Sm1
(x) cos βx+Qm2

(x) sin βx, )

ãäå Sm1
, Qm2

(x)- ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî. Â äàí-

íîì ñëó÷àå α = 0, β = 2, m1 = 0. ×èñëî α + βi = 2i íå ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò, ÷àñòíîå ðåøåíèå äîëæ-

íî èìåòü âèä: ỹ = e0x(A cos 2x+B sin 2x) = A cos 2x+B sin 2x. Òîãäà

ỹ′ = −2A sin 2x+ 2B cos 2x, ỹ′′ = −4A cos 2x− 4B sin 2x.
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Ïîäñòàâëÿÿ ỹ, ỹ′, ỹ′′ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû

A è B:

−4A cos 2x− 4B sin 2x− 2A sin 2x+ 2B cos 2x = cos 2x.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè cos 2x, sin 2x, ïîëó÷èì ñèñòåìó:−4A+ 2B = 1

−2A− 4B = 0
⇒

A = −2B

10B = 1
⇒

⇒


A =

1

5

B =
1

10

.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ỹ = −1

5
cos 2x+

1

10
sin 2x,

à îáùåå ðåøåíèå

y = y0 + ỹ = c1 + c2e
−x − 1

5
cos 2x+

1

10
sin 2x.

Âû÷èñëèì y′ = −c2e−x +
2

5
sin 2x +

1

5
cos 2x è ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ â âûðàæåíèÿ y, y′:
c1 − c2 −

1

5
= −1

5

−c2 +
1

5
= 1

⇒


c1 =

4

5

c2 = −4

5
.

Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

y(x) =
4

5
− 4

5
e−x − 1

5
cos 2x+

1

10
sin 2x.
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Çàäà÷à 4,f.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

y′′ − 3y′ + 2y =
ex

1− e−x

ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ (Ëàãðàíæà).

Ðåøåíèå.

Ñíà÷àëà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2− 3λ+ 2 = 0 èìååò äâà ðàçëè÷-

íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 = 1, λ2 = 2; y0(x) = c1e
x+c2e

2x. ×àñòíîå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå ỹ(x) = c1(x)ex+c2(x)e2x.

Ôóíêöèè c1(x) è c2(x) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå:
c′1e

x + c′2e
2x = 0

c′1e
x + 2c′2e

2x =
ex

1− e−x
.

Ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî c′1 è c
′
2.

Å¼ îïðåäåëèòåëü åñòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (x) äëÿ ñèñòåìû ôóíê-

öèé ex, e2x. Òàê êàê ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-

ìó ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî

W (x) 6= 0, ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì x. Òîãäà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå:

c′2e
2x =

ex

1− e−x
⇒ c′2(x) =

e−x

1− e−x

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì:

c′1 = −c′2ex = − 1

1− e−x
.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì ôóíêöèè c1(x) è c2(x) :

c1(x) = −
∫

dx

1− e−x
= −

∫
exdx

ex − 1
= −

∫
d(ex − 1)

ex − 1
= − ln

∣∣1− e−x∣∣ ;
c2(x) =

∫
e−xdx

1− e−x
=

∫
d(1− e−x)

1− e−x
= ln |1− e−x|.
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ôóíêöèè, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

y(x) = y0(x) + ỹ(x) = c1e
x + c2e

2x − ln |ex − 1|ex + ln |1− e−x|e2x.

Çàäà÷à 5.

Â ïÿòîì çàäàíèè ïðåäëàãàåòñÿ òðåìÿ ñïîñîáàìè ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

äëÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.x
′ = x+ y

y′ = 8x+ 3y,

x(0) = 0, y(0) = 2.

a) Ðåøèì ñèñòåìó ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ, òî åñòü ñâåäåíèÿ ê îäíîìó óðàâ-

íåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Âûðàçèì y èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ: y = x′ − x,

äèôôåðåíöèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì y′ = x′′ − x′. Ïîäñòàâèì y è y′ âî âòîðîå

óðàâíåíèå:

x′′ − x′ = 8x+ 3(x′ − x)⇒ x′′ − 4x′ − 5x = 0.

Ýòî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x(t). Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λ1 =

5; λ2 = −1 äàþò íàì åãî îáùåå ðåøåíèå

x(t) = c1e
5t + c2e

−t.

Íàéä¼ì x
′
(t) = 5c1e

5t − c2e−t è

y(t) = x′ − x = 5c1e
5t − c2e−t − c1e5t − c2e−t = 4c1e

5t − 2c2e
−t.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä:x(t) = c1 e
5t + c2 e

−t

y(t) = 4c1 e
5t − 2c2 e

−t.
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Ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(0) = 0) è y(0) = 2 â ýòî ðåøåíèå,

ïîëó÷èìc1 + c2 = 0

4c1 − 2c2 = 2
⇒

c1 + c2 = 0

2c1 − c2 = 1
⇒


c1 =

1

3

c2 = −1

3
.

Ïîëó÷èëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
x(t) =

1

3
e5t − 1

3
e−t

y(t) =
4

3
e5t +

2

3
e−t.

b) Ðåøèì ýòó æå ñèñòåìó ìàòðè÷íûì ìåòîäîì. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

X(t) =

 x(t)

y(t)

, X(′t) =

 x′(t)

y(′t)

 A =

 1 1

8 3

.
Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:

X ′(t) = AX(t).

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

X(t) = Γeλt,

ãäå Γ =

 α

β

 - íåíóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö. Èçâåñòíî, ÷òî Γeλt áóäåò

ðåøåíèåì ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ - ñîáñòâåííîå ÷èñëî

ìàòðèöûA, à Γ- ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöûA, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó

λ. Íà÷èíàåì, êàê îáû÷íî, ñ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.

Äëÿ ýòîãî ðåøàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(A− λE) = 0⇒

⇒

∣∣∣∣∣∣ 1− λ 1

8 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

⇒ (1− λ)(3− λ)− 8 = 0⇒

⇒ λ2 − 4λ− 5 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 = 5;

λ2 = −1. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð-ôóíêöèè Γ1e
λ1t, Γ2e

λ2t îáðàçóþò ôóíäà-
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ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðû Γ1,Γ2, ñî-

îòâåòñòâóþùèå λ1, λ2. Äëÿ êàæäîãî λ ñîñòàâèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíî-

ðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(
A− λE

) α

β

 =

 0

0

 .

Òàê êàê

det(A− λE) = 0, òî ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

1) λ = λ1 = 5

A− λ1E =

 −4 1

8 −2

 ↪→

 −4 1

0 −0

 ,

òî åñòü −4α + β = 0 ⇒ Γ1 =

 1

4

 - ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ÷èñëó λ1 = 5.

2) λ = λ2 = −1

A− λ2E =

 2 1

8 4

 ↪→

 2 1

0 0

 ,

òî åñòü

2α + β = 0 ⇒ Γ2 =

 1

−2.


Âûïèøåì îáùåå ðåøåíèå â ìàòðè÷íîé ôîðìå

X(t) = c1e
5t

 1

4

+ c2e
−t

 1

2

 .

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:x(t) = c1 e
5t + c2 e

−t

y(t) = 4c1 e
5t − 2c2 e

−t.
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Òàê æå, êàê è ðàíüøå, èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì

c1 =
1

3
; c2 = −1

3
.

c*) Ðåøèì ñèñòåìó îïåðàöèîííûì ìåòîäîì. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Ëàïëàñà

ê îáåèì ÷àñòÿì ñèñòåìû. Ïóñòü èçîáðàæåíèåì èñêîìûõ ôóíêöèé x(t), y(t)

áóäóò X(p), Y (p) ñîîòâåòñòâåííî; òîãäà, ïî òåîðåìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

îðèãèíàëà, ïîëó÷àåì:

x′(t)=̇pX(p)− x(0) = pX(p)

y′(t)=̇pY (p)− y(0) = pY (p)− 2.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îðèãèíàëîâ x(t)

è y(t) ïåðåõîäèò â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî èçîáðàæåíèé

X(p) è Y (p):pX(p) = X(p) + Y (p)

pY (p)− 2 = 8X(p) + 3Y (p)
⇒

(p− 1)X(p)− Y (p) = 0

−8X(p) + (p− 3)Y (p) = 2.

Ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ èëè ïî ïðàâèëó Êðà-

ìåðà. Ïðè p 6= 5;−1 ïîëó÷àåì:

X(p) =
2

(p− 5)(p+ 1)
; Y (p) =

2p− 2

(p− 5)(p+ 1)
.

Ðàçëîæèì èçîáðàæåíèÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè è ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

X(p) =
1

3

1

p− 5
− 1

3

1

p+ 1
÷ 1

3
e5t − 1

3
e−t

Y (p) =
4

3

1

p− 5
+

2

3

1

p+ 1
÷ 4

3
e5t +

2

3
e−t.

Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:


x(t) =

1

3
e5t +−1

3
e−t

y(t) =
4

3
e5t +

2

3
e−t.

Çàäàíèå 1.

Â ýòîì çàäàíèè â êàæäîì âàðèàíòå äàíû ôóíêöèÿ u òð¼õ ïåðåìåííûõ

x, y, z è óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (e). Ïðîâåðüòå, ÿâëÿåòñÿ ëè
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ôóíêöèÿ u ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (e).

1. u = xz
3

y, (e): 3x lnx
∂u

∂x
= yz

∂2u

∂y∂z
.

2. u = zx
2+y, (e): 2xz ln2 z

∂u

∂z
= (x2 + y)

∂2u

∂x∂y
.

3. u = sin(x3y2z), (e):
∂2u

∂z2
+ x6y4u = 0.

4. u = z tg(x2y), (e): z2
∂2u

∂y∂z
= x2(u2 + z2).

5. u = z2y arcsinx, (e): 2 ln z
∂u

∂x
=

∂2u

∂x∂y
.

6. u = xy
3z, (e): x

∂2u

∂x∂z
= y3(zy3 lnx+ 1)u.

7. u = x2yz, (e): xy
∂2u

∂x∂y
= 2zu.

8. u = yz
3

arctg x, (e): 3z2 ln y
∂u

∂x
=

∂2u

∂x∂z
.

9. u = z4exy
3

, (e): z
∂2u

∂x∂z
= 4y3u.

10. u = zx
5y3 − 1,

(e): z
∂2u

∂x∂z
= 5x4y3(1 + x5y3 ln z)(u+ 1).

11. u = (3z + 1)(5x
2+y3) − 1, (e):

(3z + 1)
∂2u

∂x∂z
= ((150x3 + 30xy3) ln(3z + 1) + 30x)(u+ 1).

12. u = zx
5 cos y, (e): z

∂2u

∂x∂z
= 5x4 cos y(1 + x5 cos y ln z)u.

13. u = yx
3+1 ctg z, (e): y sin 2z

∂2u

∂y∂z
+ 2(x3 + 1)u = 0.

14. u = x(y
z),

(e): y
∂2u

∂y∂z
= yz lnx(zyz lnx ln y + z ln y + 1)u.

15. u = xzy
4+3, (e): xz

∂2u

∂x∂z
= (y4 + 3)u.

16. u = xz
3

y, (e): 3z2 lnx u = y
∂2u

∂y∂z
.

17. u = zx
4+y, (e):

∂2u

∂x∂y
− 4x3 ln2 z u = 0.

18. u = sin(x3y2z), (e): z
∂2u

∂x∂z
+ 3x5y4z2u =

∂u

∂x
.

19. u = z tg(x2y), (e): z2
∂2u

∂y2
= 2x4u(u2 + z2).
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20. u = z2y arcsinx, (e): 2y
∂u

∂x
= z

∂2u

∂x∂z
.

21. u = xy
3z, (e):

∂2u

∂z2
= uy6 ln2 x.

22.u = x2yz, (e): y
∂2u

∂y∂z
= (1 + z ln y)u.

23. u = yz
3

arctg x, (e): z3
∂u

∂x
= y

∂2u

∂x∂y
.

24. u = z4exy
2

, (e): z
∂2u

∂y∂z
= 8uxy.

25. u = zx
5y2 − 1, (e):

z
∂2u

∂y∂z
= 2x5y(1 + x5y2 ln z)(u+ 1).

26. u = (3z + 1)5x
2+y3, (e):

(3z + 1)
∂2u

∂y∂z
= ((45x2y2 + 9y5) ln(3z + 1) + 9y2)u.

27. u = zx
5 cos y, (e):

z
∂2u

∂y∂z
+ x5 sin y(1 + x5 cos y ln z)u = 0.

28. u = yx
2+1 ctg z, (e): sin 2z

∂2u

∂x∂z
+ 4x ln y u = 0.

29. u = xy
z

, (e): y ln y
∂u

∂y
= z

∂u

∂z
.

30. u = xzy
4+3, (e): x

∂2u

∂x∂y
= 4y3 ln z u.

Çàäàíèå 2.

Â ýòîì çàäàíèè â êàæäîì âàðèàíòå äàíû ôóíêöèÿ z äâóõ ïåðåìåííûõ

x è y è îáëàñòü D. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

z â îáëàñòè D.

1. z = x2 − 2x+ y2 − 4y + 3, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−2 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 3.

2. z = x2 + 2x+ y2 − 4y + 4, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ x ≤ 2

è 0 ≤ y ≤ 3.

3. z = −x2 + 2x− y2 + 4y, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ x ≤ 2 è

0 ≤ y ≤ 3.
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4. z = 2x2 − 8x+ y2 − 2y + 8, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ y ≤ 4x− x2 − 1.

5. z = x2 − 2x+ y2 + 4y + 6, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

x2 − 2x− 3 ≤ y ≤ 0.

6. z = −x2 − 4x− y2 + 2y − 4, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

7. z = x2 + 4x+ y2 − 2y + 4, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè 1 ≤ x ≤ 2

è 0 ≤ y ≤ 2.

8. z = −x2 − 2x− y2 − 4y − 6, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−2 ≤ x ≤ 0 è −4 ≤ y ≤ 0.

9. z = −x2 − 4x− 3y2 + 6y + 8, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

10. z = 4x2 + 8x+ y2 + 4y + 7, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

11. z = x2 − 2x+ y2 − 4y + 1, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ x ≤ 2 è 0 ≤ y ≤ 3.

12. z = x2 + 2x+ y2 − 4y + 3, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ x ≤ 2 è 0 ≤ y ≤ 1.

13. z = −x2 + 2x− y2 + 4y, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ x ≤ 1

è 0 ≤ y ≤ 1.

14. z = x2 + 6x+ 2y2 − 4y + 8, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

15. z = x2 + 2x+ y2 − 4y + 5, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâîì

x2 + 2x+ 1 ≤ y ≤ 4.

16. z = −x2 + 6x− y2 − 6y − 17, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâîì

(x− 3)2 + (y + 3)2 ≤ 4.

17. z = x2 + 6x+ y2 − 2y + 9, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ −2x ≤ 2 è 0 ≤ y ≤ 2.

18. z = −x2 − 2x− y2 − 4y − 3, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè
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−2 ≤ x ≤ 0 è −4 ≤ y ≤ −1.

19. z = −x2 − 2x− y2 + 6y + 8, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

x+ 12 + (y − 3)2 ≤ 1.

20. z = 4x2 + 8x+ y2 + 4y + 8, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâîì

(x+ 1)2 +
y + 22

4
≤ 1.

21. z = x2 − 2x+ y2 + 4y + 3, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ x ≤ 2 è 0 ≤ y ≤ 1.

22. z = x2 + 2x+ y2 − 4y + 4, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ x ≤ 2 è 0 ≤ y ≤ 3.

23. z = −x2 + 2x− y2 + 4y, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ x ≤ 2

è 1 ≤ y ≤ 3.

24. z = 4x2 − 16x+ y2 − 2y + 16, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâîì

(x− 2)2 +
y − 12

4
≤ 1.

25. z = −x2 − 2x+ y2 + 4y + 6, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

x2 − 2x− 3 ≤ y ≤ 0.

26. z = x2 − 6x− y2 + 2y − 9, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

27. z = x2 + 2x+ y2 − 2y + 1, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−2 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

28. z = −x2 − 2x− y2 − 4y − 6, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−2 ≤ x ≤ 0 è −4 ≤ y ≤ 0.

29. z = −x2 − 6x− y2 + 2y + 8, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâàìè

−4 ≤ x ≤ 0 è 0 ≤ y ≤ 2.

30. z = 2x2 + 8x+ 2y2 + 4y + 9, îáëàñòü D çàäàíà íåðàâåíñòâîì

(x+ 2)2 + (y + 1)2 ≤ 1.

Çàäàíèå 3.

Óêàæèòå òèï äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â çàäà-

÷àõ a, b, d íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.Â çàäà÷å c íàéäèòå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè.
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1. a) (xy + x3y)y′ = 1 + y2;

b) y − xy′ = x sec
y

x
;

c) (x2 + 1)y′ + 4xy = 3, y(0) = 0;

d*) y′ + y = x
√
y.

2. a) (x+ 4)dy − xydx = 0;

b) (y2 − 3x2)dy + 2xydx = 0;

c) y′ + y tg x = secx, y(0) = 0;

d*) y′ + 2y = y2ex.

3. a) y′ = (2x− 1) ctg y;

b) (x+ 2y)dx− xdy = 0;

c) (1− x)(y′ + y) = e−x, y(0) = 0;

d*) xdy + 2ydx = 2x
√
y sec2 x dx.

4. a) sec2 x tg ydx+ sec2 y tg xdy = 0;

b) (x− y)dx+ (x+ y)dy = 0;

c) xy′ − 2y = 2x4, y(1) = 0;

d*) y′ = y4 cosx+ y tg x.

5. a) (1 + ex)ydy − eydx = 0;

b) (y2 − 2xy)dx+ x2dy = 0;

c) y′ = 2x(x2 + y), y(0) = 0;

d*) xydy = (y2 + x)dx.

6. a) (y2 + 3)dx− ex

x
ydy = 0;

b) y2 + x2y′ = xyy′;

c) y′ − y = ex, y(0) = 1;

d*) xy′ + 2y + x5y3ex = 0.
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7. a) (1 + y2)dx− (y + yx2)dy = 0;

b) xy′ − y = x tg
y

x
;

c) xy′ + y + xe−x
2

= 0, y(1) =
1

2e
;

d*) y′ − y

x− 3
=

y2

x− 3
.

8. a) y′ = (2y + 1) tg x;

b) xy′ = y − xe(x−1y);
c) y′ = 2y − x+ ex, y(0) = −1;

d*) (2y2x lnx− y)dx = xdy.

9. a) 2xyy′ = 1− x2;
b) xy′ − y = (x+ y) ln

x+ y

x
;

c) x2y′ + xy + 1 = 0, y(1) = 0;

d*) 2y′ − x

y
=

xy

x2 − 1
.

10. a) (1 + ex)yy′ = ex;

b) xy′ = y cos(ln
y

x
);

c) xdy = (e−x − y)dx, y(1) = 1;

d*) xy′ − 2x2
√
y = 4y.

11. a) sinx tg ydx− dy

sinx
= 0;

b) (y +
√
xy)dx = xdy;

c) xy′ + y = 4x3 + 3x2, y(1) = 2;

d*) xy2y′ = x2 + y3.

12. a) 3ex sin ydx+ (1− ex) cos ydy = 0;

b) xy′ =
√
x2 − y2 + y;

c) dx =
xdy

3y − x2
, y(1) = 0;

d*) (x+ 1)(y′ + y2) = −y.
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13. a) y′ =
e2x

ln y
;

b) y = x(y′ − x
√
ey);

c) (2y + x)dx = xdy + 4 lnxdx,

y(1) = 0;

d*) y′x+ y = −xy2.

14. a) (xy3 + x)dx+ (x2y2 − y2)dy = 0;

b) y′ =
y

x
− 1;

c) x(y′ − y) = ex, y(1) = 0;

d*) y′ − xy = −y3e−x2.

15. a) 2x2yy′ + y2 = 2;

b) y′x+ x+ y = 0;

c) y = x(y′ − x cosx), y(
π

2
) = 0;

d*) xy′ − 2
√
x3y = y.

16. a) y′ = ex
2

x(1 + y2);

b) ydx+ (2
√
xy − x)dy = 0;

c) (xy′ − 1) lnx = 2y, y(e) = 0;

d*) y′ + xy = x3y3.

17. a) ctg x cos2 ydx+ sin2 x tg ydy = 0;

b) xdy − ydx =
√
x2 + y2dx;

c) (2ex − y)dx = dy, y(0) = 0;

d*) y′ =
x

y
e2x + y.

18. a) sinxy′ = y cosx+ 2 cosx;

b) (4x2 + 3xy + y2)dx+ (4y2 + 3xy + x2)dy = 0;
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c) xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x, y(1) = 0;

d*) y′ + 3y = e2xy2.

19. a) 1 + (1 + y′)ey = 0;

b) (x− y)ydx− x2dy = 0;

c) (y + x2)dx = xdy, y(1) = 0;

d*) x(x− 1)y′ + y3 = xy.

20. a) y′ ctg x+ y = 2;

b) xy + y2 = (2x2 + xy)y′;

c) dx(sin2 x+ y ctg x) = dy, y(
π

2
) = 0;

d*) 2x3yy′ + 3x2y2 + 1 = 0.

21. a)
e−x

2

dy

x
+

dx

cos2y
= 0;

b) (x2 − 2xy)y′ = xy − y2;
c) (x+ 1)y′ + y = x3 + x2, y(0) = 0;

d*)
dy

y
= (

1

x
− 2y)dx.

22. a) ex sin ydx+ tg ydy = 0;

b) (2
√
xy − y)dx+ xdy = 0;

c) xy′ − 2y + x2 = 0, y(1) = 0;

d*) y′ + x 3
√
y = 3y.

23. a) (1 + e3y)xdx = e3ydy;

b) xy′ + y(ln
y

x
− 1) = 0;

c) xy′ + y = sinx, y(
π

2
) =

2

π
;

d*) xy′ + y = y2 lnx.

24. a) y − xy′ = 3(1 + x2y′);
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b) (x2 + y2)dx+ 2xydy = 0;

c) (x2 − 1)y′ − xy = x3 − x, y(
√

2) = 1;

d*) (
y2

x
− x3)dx = ydy.

25. a) cos ydx = 2
√

1 + x2dy + cos y
√

1 + x2dy;

b) (y2 − 2xy)dx− x2dy = 0;

c) (1− x2)y′ + xy = 1, y(0) = 1;

d*) y′ + 2xy = 2x3y3.

26. a) y′
√

1− x2 − cos2 y = 0;

b) (x+ 2y)dx+ xdy = 0;

c) y′ ctg x− y = 2 cos2 x ctg x, y(0) = 0;

d*) y′ + y =
x

y2
.

27. a) ex tg ydx = (1− ex) sec2 ydy;

b) (2x− y)dx+ (x+ y)dy = 0;

c) x2y′ = 2xy + 3, y(1) = −1;

d*) y′ − y tg x+ y2 cosx = 0.

28. a) y − xy′ = 2(1 + x2y′);

b) 2x3y′ = y(2x2 − y2);
c) y′ + 2xy = xe−x

2

, y(0) = 0;

d*) y′ + 4xy = 2xe−x
2√
y.

29. a) y′
√

1 + y2 =
x2

y
;

b) x2y′ = y(x+ y);

c) y′ − 3x2y − x2ex3 = 0, y(0) = 0;

d*) y′ − y + y2 cosx = 0.
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30. a) 3y
2−x2 =

yy′

x
;

b) y′ =
x

y
+
y

x
;

c) xy′ + y = lnx+ 1, y(1) = 0;

d*) y′ = x
√
y +

xy

x2 − 1
.

Çàäàíèå 4.

a) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì

ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà;

b) Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöè-

åíòîâ;

ñ) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ìåòîäîì Ëàãðàíæà.

1. a) x3y′′ + x2y′ = 1;

b) y′′ − 2y′ + y = −12 cos 2x− 9 sin 2x,

y(0) = −2, y′(0) = 0;

c) y′′ − y =
ex

ex + 1
.

2.a) 2yy′′ = y′2;

b) y′′ − 6y′ + 9y = 9x2 − 39x+ 65, y(0) = −1, y′(0) = 1;

c) y′′ + 4y =
1

cos 2x
.

3. a) y′′ + y′ tg x = sin 2x;

b) y′′ + 2y′ + 2y = 2x2 + 8x+ 6, y(0) = 1, y′(0) = 4;

c) y′′ − 4y′ + 5y =
e2x

cosx
.

4. a)y′′ tg y = 2y′2;

b) y′′ − 6y′ + 25y = 9 sin 4x− 24 cos 4x,

y(0) = 2, y′(0) = −2;

c) y′′ + 9y =
1

sin 3x
.
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5. a) xy′′ − y′ = x2ex;

b) y′′ − 14y′ + 53y = 53x3 − 42x2 + 59x− 14,

y(0) = 0, y′(0) = 7;

c) y′′ + 2y′ + 2y =
e−x

cosx
.

6. a) (y′′)2 = y′;

b) y′′ + 16y = ex(cos 4x− 8 sin 4x),

y(0) = 0, y′(0) = 5;

c) y′′ − 2y′ + 2y =
ex

sin2 x
.

7. a) y′′x lnx = 2y′;

b) y′′ − 4y′ + 20y = 16xe2x, y(0) = 1, y′(0) = 2;

c) y′′ + 2y′ + y =
e−x

x
.

8. a) y′′ = y′ + y′2;

b) y′′ − 12y′ + 36y = 32 cos 2x+ 24 sin 2x,

y(0) = 2, y′(0) = 4;

c) y′′ + 4y = tg 2x.

9. a) xy′′ = y′;

b) y′′ + y = x3 − 4x2 + 7x− 10, y(0) = 2, y′(0) = 3;

c) y′′ − 4y′ + 4y =
e2x

x3
.

10. a) yy′′ − 2y′2 = 0;

b) y′′ − y = (14− 16x)e−x, y(0) = 0, y′(0) = −1;

c) y′′ + y =
2

sin2 x
.

11. a) xy′′ + y′ = lnx;

b) y′′ + 8y′ + 16y = 16x2 − 16x+ 66,
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y(0) = 3, y′(0) = 0;

c) y′′ − y′ = e2x cos(ex).

12. a) y′′ +
2

1− y
y′2 = 0;

b) y′′ + 10y′ + 34y = −9e−5x, y(0) = 0, y′(0) = 6;

c) y′′ + 9y =
1

cos 3x
.

13. a) xy′′ = y′ + x2

b) y′′ + 16y = (34x+ 13)e−x, y(0) = −1, y′(0) = 5;

c) y′′ − y =
2ex

ex − 1
.

14.a) y′′(1 + y) = 5y′2;

b) y′′ + 25y = ex(cos 5x− 10 sin 5x),

y(0) = 3, y′(0) = −4;

c) y′′ + 2y′ + 2y = e−x ctg x.

15. a) y′′′ + y′′ tg x = secx;

b) y′′ − 10y′ + 25y = 2e5x, y(0) = 1, y′(0) = 0;

c) y′′ − 2y′ + 2y =
ex

sinx
.

16. a) 1 + y′2 = yy′′;

b) y′′ + y′ − 12y = (16x+ 26)e4x, y(0) = 3, y′(0) = 5;

c) y′′ + y = tg x.

17. a) y′′ − 2y′ ctg x = sin3 x;

b) y′′ − 2y′ + 5y = 5x2 + 6x− 12, y(0) = 0, y′(0) = 2;

c) y′′ − y′ = 1

1 + ex
.

18. a) yy′′ − y′(1 + y′) = 0;
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b) y′′ − 3y′ + 2y = e3x(3− 4x), y(0) = 0, y′(0) = 0;

c) y′′ − 2y′ + y =
ex

x2
.

19. a) x(y′′ + 1) + y′ = 0;

b) y′′ + 8y′ + 16y = 16x3 + 24x2 − 10x+ 8,

y(0) = 1, y′(0) = 3

c) y′′ + 4y = ctg 2x.

20. a) y′′ =
y′
√
y
;

b) y′′ + y = sin 2x, y(0) = 0, y′(0) = 0,

c) y′′ + 4y′ + 4y =
e−2x

x3
.

21. a) y′′ − 2y′ ctg x = sin3 x;

b) y′′ − 8y′ = 16 + 48x2 − 128x3, y(0) = −1, y′(0) = 14;

c) y′′ − y′ = e2x sin(ex).

22. a) y′′ = 1 + y′2;

b) y′′ − y = 2(1− x), y(0) = 0, y′(0) = 1;

c) y′′ + y = tg2 x.

23. a) y′′′x lnx = y′′;

b) y′′ + 3y′ = (40x+ 58)e2x, y(0) = 0, y′(0) = −2;

c) y′′ + 2y′ + y = 3e−x
√
x+ 1.

24. a) y′′ + 2yy
′3 = 0;

b) y′′ − 9y′ + 18y = 26 cos x− 8 sinx,

y(0) = 0, y′(0) = 2;

c) y′′ + 2y′ + 5y =
e−x

sin 2x
.
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25. a) (1 + x2)y′′ = 2xy′;

b) y′′ + 8y′ = 18x+ 60x2 − 32x3, y(0) = 5, y′(0) = −16

c) y′′ − y′ = e2x
√

1− e2x.

26. a) yy′′ = y2y′ + y′2;

b) y′′ − 3y′ + 2y = − sinx− 7 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 7;

c) y′′ + y = − ctg2 x.

27. a) y′′ ctg x+ y′ = 2;

b) y′′ + 2y′ = 6x2 + 2x− 2, y(0) = 2, y′(0) = 2;

c) y′′ + 4y =
1

sin 2x
.

28. a) y′′ + yy′3 = 0;

b) y′′ + 16y = 32e4x, y(0) = 2, y′(0) = 0;

c) y′′ − 6y + 9y = 36
√
xe3x.

29. a) 2xy′′y′ = y′2 − 4;

b) y′′ + 5y′ + 6y = 52 sin 2x, y(0) = −2, y′(0) = −5;

c) y′′ − 3y′ + 2y = 1 +
1

1 + ex
.

30. a) y′′ = − 1

2y3
;

b) y′′ − 4y = 8e2x, y(0) = 1, y′(0) = −8.;

c) y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx.
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Çàäàíèå 5.

Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé:

a) ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ;

b) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì;

ñ*) îïåðàöèîííûì ìåòîäîì.

1.

x
′ = 2x+ y

y′ = 3x+ 4y,

x(0) = 2, y(0) = 2.

2.

x
′ = x− y

y′ = −4x+ y,

x(0) = 3, y(0) = −2.

3.

x
′ = −x+ 8y

y′ = x+ y,

x(0) = 6, y(0) = 0.

4.

x
′ = −2x− 3y

y′ = −x,

x(0) = 4, y(0) = 0.

5.

x
′ = x− y

y′ = −4x+ 4y,

x(0) = 2, y(0) = 7.

6.

x
′ = −2x+ y

y′ = −3x+ 2y,

x(0) = −2, y(0) = −4.

7.

x
′ = 6x− y

y′ = 3x+ 2y,

x(0) = 0, y(0) = 2.

8.

x
′ = 2x+ y

y′ = −6x− 3y,

x(0) = −2, y(0) = 5.

9.

x
′ = y

y′ = x

x(0) = 3, y(0) = −1.

10.

x
′ = −x− 2y

y′ = 3x+ 4y,

x(0) = 3, y(0) = −4.

36



11.

x
′ = −x+ 8y

y′ = x+ y,

x(0) = −2, y(0) = 2.

12.

x
′ = 4x+ 2y

y′ = 4x+ 6y,

x(0) = 4, y(0) = −1.

13.

x
′ = 8x− 3y

y′ = 2x+ y

x(0) = 4, y(0) = 3.

14.

x
′ = 3x+ y

y′ = x+ 3y

x(0) = 2, y(0) = 0.

15.

x
′ = 2x+ 3y

y′ = 5x+ 4y

x(0) = 2, y(0) = 6.

16.

x
′ = x+ 2y

y′ = 3x+ 6y

x(0) = −1, y(0) = 4.

17.

x
′ = x− y

y′ = −4x+ y

x(0) = 0, y(0) = 4.

18.

x
′ = x+ 2y

y′ = 4x+ 3y

x(0) = 3, y(0) = 3.

19.

x
′ = x+ 4y

y′ = x+ y

x(0) = 4, y(0) = 0.

20.

x
′ = 3x− 2y

y′ = 2x+ 8y

x(0) = 3, y(0) = 0.

21.

x
′ = x+ 4y

y′ = 2x+ 3y

x(0) = 0, y(0) = 3.

22.

x
′ = 7x+ 3y

y′ = x+ 5y

x(0) = −4, y(0) = 3.

23.

x
′ = 4x− y

y′ = −x+ 4y

x(0) = 0, y(0) = 2.

24.

x
′ = 2x+ 8y

y′ = x+ 4y

x(0) = −2, y(0) = 2.
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25.

x
′ = 5x+ 8y

y′ = 3x+ 3y

x(0) = 6, y(0) = −2.

26.

x
′ = 3x+ y

y′ = 8x+ y

x(0) = −2, y(0) = 2.

27.

x
′ = x− 5y

y′ = −x− 3y

x(0) = −3, y(0) = 3.

28.

x
′ = −5x+ 2y

y′ = x− 6y

x(0) = 3, y(0) = 0.

29.

x
′ = 6x+ 3y

y′ = −8x− 5y

x(0) = 2, y(0) = 3.

30.

x
′ = 4x− 8y

y′ = −8x+ 4y

x(0) = 3, y(0) = 1.
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В 2009 году Университет  стал победителем  многоэтапного  конкурса,  в 
результате которого определены 12 ведущих университетов России, которым 
присвоена  категория  «Национальный  исследовательский  университет». 
Министерством образования и науки Российской Федерации была утверждена 
Программа развития  государственного образовательного учреждения высшего 
профессионального  образования  «Санкт-Петербургский  государственный 
университет информационных технологий, механики и оптики» на 2009–2018 
годы.

КАФЕДРА ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ
Кафедра  высшей  математики  (ВМ)  была  организована  в  1931  году. 

Первым заведующим кафедрой был профессор Г.Д.  Гродский.  С конца 1936 
года кафедрой ВМ заведовал профессор И.П. Натансон, известный специалист 
по  теории  функций  действительной  переменной.  В  1944  году  заведующим 
кафедрой  ВМ  становится  профессор  В.А.  Тартаковский  (1901-1973), 
замечательный  математик  и  педагог.  Владимир  Абрамович  Тартаковский 
является  одним  из  крупнейших  советских  алгебраистов.  Им  получены 
пользующиеся  мировой  известностью  результаты  по  проблеме  тождества  в 
теории  бесконечных  групп.  Известность  получили  также  его  работы  по 
использованию теоретико-числовых методов в теории изгибания поверхностей, 
теории диофантовых уравнений. 

Обладая  исключительной  энергией,  В.А.  Тартаковский  уделял  много 
внимания научной и общественной работе. Ещё в тридцатые годы он в составе 
комиссии Hapкoмпроca участвовал в разработке программы по математике для 
средней школы. В течение долгого времени был членом президиума учебно-
методического  совета  при  Министерстве  высшего  и  среднего  специального 
образования  СССР,  входил  в  комиссию  по  реформе  математического 
образования  в  стране.  Был  одним  из  инициаторов  проведения  среди 
школьников  Ленинграда  первой  математической  олимпиады.  В.А. 
Тартаковский  участвовал  в  организации  Ленинградского  отделения 
математического института им. В.А. Стеклова и был первым его директором. 

В  разное  время  на  кафедре  ВМ преподавали  академик  В.И.  Смирнов, 
член-корреспонпент АН АН СССР Д.К. Фаддеев, проф. И.С. Соминский, проф. 
Ф.И.  Харшиладзе,  проф.  А.Ф.  Андреев,  проф.  Ю.В.  Аленицын,  проф.  И.А. 
Молотков. В 1979 году кафедру возглавил доктор технических наук, профессор 
В.Г.  Дегтярёв,  специалист  по  теории  устойчивости  и  теории  движения 
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космических  аппаратов.  С  1997  года  кафедрой  руководит  доктoр  физико-
математических  наук,  профессор  И.Ю.  Попов,  в  область  научных интересов 
которого входят теория рассеяния, теория операторов, моделирование сложных 
физических систем. 

Кафедра  ВМ  осуществляет  обучение  студентов  всех  специальностей 
университета по дисциплине “Высшая математика” и читает ряд специальных 
дисциплин  математического  цикла.  Кафедра  ведет  подготовку  бакалавров  и 
магистров по направлению “Прикладная математика и информатика”. Кафедра 
ВМ  является  самой  большой  кафедрой  в  университете  по  числу 
преподавателей.  Среди  её  сотрудников  7 докторов  и  19  кандидатов  наук. 
Преподаватели  кафедры  активно  участвуют  как  в  фундаментальных 
исследованиях  по  математике  и  теоретической  физике,  так  и  в  прикладных 
научно-технических  исследованиях,  принимают  активное  участие  в  работе 
российских и международных научных конференций, выступают с докладами и 
преподают  за  рубежом.  За  последние  5  лет  сотрудниками  кафедры 
опубликовано  более  300  работ  в  отечественных  и  зарубежных  научных 
изданиях.  Областью научных интересов  профессора  А.Г.Петрашеня  является 
теория  взаимодействия  излучения  с  веществом,  оптика  и  спектроскопия. 
Профессор В.П. Смирнов – специалист по теории твёрдого тела и применению 
теории групп в квантовой механике. Профессор Жук  В.В. – один из ведущих в 
мире  ученых  в  области  дифференциальных  уравнений.  Профессор  В.Ю. 
Тертычный  занимается  теорией  оптимального  управления  механическими 
системами. Профессор Уздин  В.М. является известным специалистом в физике 
магнитных наносистем.  Профессор Мирошниченко  Г.П.  активно занимается 
изучением взаимодействия излучения с веществом.
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