
 
 
 
 
 
 
 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
ОБРАБОТКИ ДАННЫХ 

 

Методические указания к курсовой работе  
для студентов бакалавриата направления 15.03.04 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

САНКТ-ПЕТЕРБУРГ 
2019 



Министерство науки и высшего образования Российской Федерации 

Федеральное государственное бюджетное образовательное 
учреждение высшего образования  

Санкт-Петербургский горный университет 
 
 
 

Кафедра автоматизации технологических процессов  
и производств 

 
 
 
 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
ОБРАБОТКИ ДАННЫХ 

 

Методические указания к курсовой работе  
для студентов бакалавриата направления 15.03.04 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

САНКТ-ПЕТЕРБУРГ 
2019 



УДК 519.242 (073) 
 
 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ ДАННЫХ: Методиче-
ские указания к курсовой работе / Санкт-Петербургский горный университет. Сост. 
Н.В. Васильева.  СПб, 2019. 45 с. 
 
 Содержат информацию о порядке проведения работ, об основных требо-
ваниях к содержанию разделов, объему, а также процедуре защиты и критериях 
оценки курсовой работы.  
 Методические указания предназначены для студентов бакалавриата на-
правления 15.03.04  «Автоматизация технологических процессов и производств». 
 
 Научный редактор профессор В.Ю. Бажин 
 
 Рецензент канд. техн. наук  В.В. Васильев (ООО «ТОМС инжиниринг») 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Санкт-Петербургский 
горный университет, 2019 



 3 

ВВЕДЕНИЕ 

При исследовании технических систем могут использоваться 
теоретические и эмпирические методы познания. Каждое из этих 
направлений обладает относительной самостоятельностью, имеет 
свои достоинства и недостатки. В общем случае, теоретические ме-
тоды в виде математических моделей позволяют описывать и объяс-
нять взаимосвязи элементов изучаемой системы или объекта в отно-
сительно широких диапазонах изменения переменных величин. Од-
нако при построении теоретических моделей неизбежно введение 
каких-либо ограничений, допущений, гипотез и т.п. Поэтому возни-
кает задача оценки адекватности (достоверности) полученной моде-
ли реальному процессу или объекту. Для этого проводится экспери-
ментальная проверка разработанных теоретических моделей.  

Практика является решающей основой научного познания. В 
ряде случаев именно результаты экспериментальных исследований 
дают толчок к теоретическому обобщению изучаемого явления. 
Экспериментальное исследование дает более точное соответствие 
между изучаемыми параметрами. Однако не следует преувеличивать 
результаты экспериментальных исследований, которые справедливы 
только в пределах условий проведенного эксперимента. 

Таким образом, теоретические и экспериментальные исследо-
вания дополняют друг друга и являются составными элементами 
процесса познания окружающего нас мира. 

Как правило, результаты экспериментальных исследований 
нуждаются в определенной математической обработке. В настоящее 
время процедура обработки экспериментальных данных достаточно 
хорошо формализована, и исследователю необходимо только ее 
правильно использовать. Круг вопросов, решаемых при обработке 
результатов эксперимента, не так уж велик. Это вопросы подбора 
эмпирических формул и оценка их параметров, вопросы оценки ис-
тинных значений измеряемых величин и точности измерений, во-
просы исследования корреляционных зависимостей и некоторые 
другие. 
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1. ПОРЯДОК ПОДГОТОВКИ, ОФОРМЛЕНИЯ И ЗАЩИТЫ 
КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

Курсовая работа по дисциплине «Математические методы об-
работки данных» выполняется студентами направления подготовки 
15.03.04 – «Автоматизация технологических процессов и произ-
водств» (уровень бакалавриата) в четвертом семестре. В ходе вы-
полнения курсовой работы студенты: самостоятельно прорабатыва-
ют теоретическую часть вопроса; производят поиск решений, по-
ставленных в работе задач; посещают консультации, проводимые 
преподавателем в целях получения разъяснений; формируют пояс-
нительную записку, а также готовят презентацию работы к защите 
курсовой работы перед комиссией.  

При этом необходимо учитывать, что для получения допуска к 
защите перед комиссией, студенту необходимо сдать готовую кур-
совую работу преподавателю не позднее, чем за неделю до предпо-
лагаемой даты защиты.  

Основным документом курсовой работы по дисциплине «Ма-
тематические методы обработки данных» является пояснительная 
записка. В ней кратко и четко необходимо раскрыть творческий за-
мысел работы, обоснование методов расчета, сами расчеты, анализ 
результатов, выводы. 

Пояснительная записка должна содержать: титульный лист, 
лист задания для курсовой работы, содержание, введение, основную 
часть, выводы, приложения, список литературы. 

Объем пояснительной записки должен быть 20-25 листов. 

1.1. ПОЛУЧЕНИЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

Первым шагом при выполнении курсовой работы является по-
лучение задания. Каждый студент получает индивидуальное зада-
ние. При выдаче задания преподаватель заполняет лист задания, и 
студент расписывается в ведомости о его получении. Студентам не-
обходимо сохранить выданный преподавателем лист задания, так 
как он подшивается к пояснительной записке (вторая страница по-
яснительной записки, сразу за титульным листом). Внешний вид 
листа задания показан на рисунке 1.1.  
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Рис. 1. Пример листа с заданием для курсовой работы 
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1.2. ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ ПОЯСНИТЕЛЬНОЙ 
ЗАПИСКИ 

1. Пояснительная записка должна быть написана на одной 
стороне листа бумаги формата А4 с размерами 297×210 мм. По всем 
сторонам листа должны быть оставлены поля. Размер левого поля 
30 мм, правого – 15 мм, верхнего и нижнего – 20 мм. Шрифт – Times 
New Roman, кегль 12.  Междустрочный интервал – 1,5. 

2. Листы пояснительной записки нумеруют арабскими цифра-
ми, проставляя их по центру нижнего поля листа без знаков препи-
нания. На первом листе (титульный лист) номер не ставят. Нумера-
ция листов должна быть сквозной. Рисунки и таблицы, расположен-
ные на отдельных листах, приложения и список литературы вклю-
чают в общую нумерацию листов. 

3. Содержание пояснительной записки делится на разделы, 
подразделы. Каждый раздел (подраздел) должен иметь наименова-
ние, соответствующее его содержанию.  

Наименование раздела должно быть кратким и записано в ви-
де заголовка прописными буквами. Точку в конце наименования не 
ставят. Разделы должны быть пронумерованы арабскими цифрами 
(нумеруются только разделы основной части пояснительной запис-
ки). После номера ставят точку.  

Подразделы в пределах раздела должны быть пронумерованы 
тоже арабскими цифрами. Номер состоит из номеров раздела и под-
раздела, разделенных точкой. После номера ставят точку.  

4. Титульный лист пояснительной записки должен быть вы-
полнен по форме, утвержденной методическим советом Универси-
тета. 

5. Содержание помещают на втором листе пояснительной за-
писки. В нем последовательно перечисляют все разделы поясни-
тельной записки с указанием номеров листов, на которых они по-
мещены. 

6. Во введении необходимо обосновать значимость математи-
ческой обработки информации для решения задач промышленности 
(расчет технологических процессов и оборудования применительно 
к действующим и проектируемым производствам; исследование 
процесса с целью оптимального управления). 
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7. В основной части пояснительной записки должна содер-
жаться методика обработки данных, а также расчетная часть.  

8. В выводах необходимо указать, какие инженерные задачи 
могут быть решены с помощью полученной математической модели. 
В случае неадекватности получаемой модели дать рекомендации для 
получения адекватной модели. 

9. Список литературы (указываются только источники, на ко-
торые имеются ссылки в тексте) должен включать фамилию и ини-
циалы автора, заглавие книги, место издания, издательство, год вы-
пуска, количество страниц. 

10. В тексте дают ссылки на использованные источники лите-
ратуры: в квадратных скобках указывают порядковый номер источ-
ника по мере появления его в тексте и в списке литературы. 

11. Иллюстрированный материал, таблицы и прочее могут 
быть оформлены как по тексту, так и в виде приложений, на которые 
должны быть даны ссылки в тексте пояснительной записки.  

Каждое приложение должно начинаться с нового листа, иметь 
тематический заголовок и в правом верхнем углу над заголовком 
слово «Приложение», без кавычек.  

Если в записке больше одного приложения, их нумеруют 
арабскими цифрами без знака №, например: ПРИЛОЖЕНИЕ 1. Все 
приложения должны иметь сквозную нумерацию в пределах всей 
записки. 

Курсовая работа должна быть надлежащим образом скрепле-
на. Это предполагает, что при многократном обращении к ней, она 
должна сохранять свою целостность, то есть не рассыпаться на от-
дельные листы. Поэтому работы, листы которых скреплены обыч-
ной скрепкой, либо вообще не скреплены, а просто вложены в поли-
этиленовый файл или папку, приниматься не будут. 

1.3. ПОРЯДОК ЗАЩИТЫ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

Общее руководство и контроль за ходом выполнения курсовой 
работы осуществляет научный руководитель – преподаватель соот-
ветствующей дисциплины. 

На время выполнения курсовой работы составляется расписа-
ние консультаций. Необходимо правильно распределить и продук-
тивно использовать время, отведенное для непосредственного вы-



 8 

полнения курсовой работы и подготовки ее к защите. Студент обя-
зан регулярно (согласно графику консультаций) информировать на-
учного руководителя о ходе выполнения курсовой работы, пред-
ставляя ему для ознакомления и проверки текста отдельные разделы 
и подразделы в рамках утвержденной программы выполнения рабо-
ты. В случае серьезных замечаний научного руководителя текст ос-
новательно перерабатывается. В исправленном виде в полном объе-
ме и вместе с иллюстрациями он снова подается на проверку руко-
водителю в установленный срок. 

Оформленная и подписанная студентом на титульном листе 
курсовая работа за одну неделю до защиты должна быть сдана науч-
ному руководителю. Несвоевременное представление курсовой ра-
боты приравнивается к неявке на экзамен, поэтому студент, не 
сдавший без уважительных причин в срок курсовую работу, получа-
ет неудовлетворительную оценку, считается имеющим академиче-
скую задолженность и не допускается к сдаче экзаменов. Препода-
ватель рассматривает курсовую работу в течение 3 дней с момента 
ее сдачи. Работа, получившая положительную оценку, допускается к 
защите и возвращается студенту для подготовки к защите. Отрица-
тельная рецензия предполагает полную или частичную переработку 
курсовой работы, ее повторное рецензирование и (в случае положи-
тельной оценки) ее защиту. При подготовке к защите курсовой рабо-
ты студент должен внимательно ознакомиться со всеми замечания-
ми, отмеченными руководителем, и устранить недостатки. 

Защита курсовой работы – подведение итогов изучения дис-
циплины. Защита курсовой работы организуется руководителем 
курсовой работы и проводится в сроки, определенные расписанием 
занятий. Она проводится в присутствии студенческой группы, т.е. 
открыто. Защита студентами курсовых работ проводится перед ко-
миссией в составе 2-3 преподавателей, назначаемых заведующим 
кафедрой. В состав комиссии включается и руководитель курсовой 
работы. Защита курсовой работы включает в себя следующие части: 

1. презентация курсовой работы, 
2. ответ на вопросы членов комиссии по теме работы. 
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Время доклада на защите курсовой работы не должно превы-
шать 3-5 минут. Примерная структура доклада при защите курсовой 
работы приведена ниже: 

– наименование темы работы; 
– основные цели и задачи работы; 
– логика построения работы в разделах работы; 
– основные результаты, полученные в работе, выводы и обос-

нование предложений. 
Защита курсовой работы имеет целью выявить глубину и са-

мостоятельность знаний студента по избранной теме. На защите 
студент должен хорошо ориентироваться в представленной работе, 
уметь объяснить источники цифровых данных, отвечать на вопросы 
как теоретического, так и практического характера, относящиеся к 
теме работы. 

Качество защиты курсовой работы оценивается на основании 
следующих показателей:  

1. Форма доклада. Степень свободы и уверенности изложения 
материала, четкости мысли, корректности и правильности использо-
вания научно-технических понятий и терминов, лаконичность, уме-
ние использовать графический, иллюстративный материал.  

2. Содержание доклада. Полнота, аргументированность и ло-
гическая последовательность изложения актуальности курсовой ра-
боты, ее цели и решаемых в ней задач, обоснование используемых 
методов решения, полученных в работе результатов, практических 
рекомендаций, выводов, доказательство их корректности, достовер-
ности и практической значимости.  

3. Адекватность восприятия. Степень адекватности воспри-
ятия, правильность и полнота ответов на поставленные вопросы.  

4. Знание исходного теоретического материала. Знание сту-
дентом теоретических основ по теме курсовой работы.  

5. Эрудированностъ. Уровень научной и инженерной эруди-
ции студента в теоретических и прикладных аспектах выполненной 
курсовой работы.  

6. Уровень культуры. Внешний вид студента, культура пове-
дения и речь, умение владеть собой. 



 10

2. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

При проведении опыта, целью которого является определение 
зависимости одной физической величины Y  от другой физической 
величины X , неизбежно возникают ошибки измерения. Поэтому 
возникает задача: по имеющимся экспериментальным точкам 
 ii y,x  наилучшим образом воспроизвести искомую зависимость 

 XY . Для решения подобных задач часто применяют метод наи-
меньших квадратов. 

2.1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ И РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Рассмотрим метод наименьших квадратов более подробно.  
Пусть в результате эксперимента получена совокупность 

входных и выходных переменных в виде следующего набора: 
 

х11 х21 … хk1 у1 

х12 х22 … хk1 у2 
.  . …  . . 
.  . …  . . 
.  . …  . . 
х1N х2N … хkN уN

 

и задана функциональная зависимость в виде ) ...,,( 21 kxxxy  .  
Суть метода наименьших квадратов сводится к тому, чтобы 

сумма квадратов отклонений экспериментальных точек от сглажи-
вающей кривой обращалась в минимум: 

 

   min
1

2 


N

i
ii xy   (2.1)

 

где iy  и ix  – экспериментальные значения переменных в i-том опы-

те, N – число опытов,  x  – искомая зависимость y от x. 
Известно, что через N точек можно всегда провести кривую, 

аналитически выражаемую многочленом  1N -й степени. Этот 

многочлен называют интерполяционным. А замену функции  xy  
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на функцию  x  так, что их значения совпадают в заданных точ-

ках     Nixxy ii ...,,2,1;    называют интерполяцией. 
Однако такое решение проблемы не является удовлетвори-

тельным, поскольку    ii xxy   из-за случайных ошибок изме-

рения и влияния на измерения значений  xy  различных помех. 
Поэтому требуется провести кривую так, чтобы она в наи-

меньшей степени зависела от случайных ошибок. Эта задача назы-
вается сглаживанием (аппроксимацией) экспериментальной зависи-
мости и часто решается методом наименьших квадратов. Сглажи-
вающую кривую называют аппроксимирующей. 

При выборе вида зависимости  XfY   возможны следую-
щие случаи: 

1. Общий вид зависимости  XfY   известен заранее на ос-
новании теоретических предпосылок. Задача состоит в нахождении 
численных значений параметров этой зависимости. 

2. Зависимость  XfY   априори неизвестна, и нет никаких 
предположений о ее математической форме. В этом случае для эм-
пирического описания исследуемой закономерности в области ее 
существования, ограниченной пределами изменения аргумента, 
весьма удобно применить алгебраический полином определенной 
степени (ряд Тейлора): 

 

s
s XaXxXaaY  ...2

210  
 

Для определения параметров зависимости  XfY   запишем 
ее как функцию не только аргумента X , но и параметров 

s,j,a j 0 . Тогда условие (2.1) примет вид: 
 

   min
1

2
10 



N

i
sjii ,...а,...,аa,a,xfy  (2.2)

 

Нахождение значений параметров, удовлетворяющих этому 
условию, сводится к отысканию экстремума функции многих пере-
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менных ja . Для этого необходимо взять производные по парамет-

рам от выражения (2.2) и приравнять их нулю, получив систему 
1s  уравнений, решение которой дает возможность найти парамет-

ры ja . Например при аппроксимации искомой зависимости поли-

номом s -того порядка s
s XaXxXaaY  ...2

210  система 
уравнений примет вид: 

 































N

i
i

s
i

N

i

s
is

N

i

s
i

N

i

s
i

N

i

s
i

N

i
ii

N

i

s
is

N

i
i

N

i
i

N

i
i

N

i
ii

N

i

s
is

N

i
i

N

i
i

N

i
i

yxxaxaxaxa

yxxaxaxaxa

yxxaxaxaxa

11

2

1

2
2

1

1
1

1
0

1

1

1

1

1

3
2

1

2
1

1

1
0

1

0

11

2
2

1

1
1

1

0
0

...

...

...

...

(2.3)

 

Эта система линейна относительно искомых параметров ja  и 

носит название нормальной. Ее решение дает численные значения 
параметров ja . 

Пусть изучается зависимость одной физической величины Y 
от другой X. В результате опытов получены N пар чисел  ii y;x . 

При этом зависимость )(xy   может быть представлена в виде 
 

  xaaxy  10  
 

В соответствии с методом наименьших квадратов параметры 
этой зависимости должны удовлетворять условию 

 

   min
1

2
10 



N

i
ii xaay  (2.4)
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Взяв частные производные от выражения (2.4) по параметрам 

0a и 1a  и приравняв их нулю, получим систему нормальных урав-
нений: 

 













N

i
ii

N

i
i

N

i
i

N

i
i

N

i
i

N

i
i

xyxaxa

yxaxa

11

2
1

1
0

11
1

1

0
0

 (2.5)

 

Решая систему уравнений (2.5), находим неизвестные пара-
метры 0a и 1a  и тем самым полностью определяем функцию, кото-
рая наилучшим образом (в смысле наименьших квадратов отклоне-
ний расчетных значений от фактических данных) аппроксимирует 
(приближает) искомую функцию  xy . 

Как видно из рассмотренного примера, изменение количества 
параметров не приведет к искажению сущности самого подхода, из-
менится лишь количество уравнений в системе (2.5) (для N парамет-
ров соответственно будет записано N уравнений). 

После вычисления коэффициентов аппроксимирующего поли-
нома необходимо провести проверку пригодности найденного поли-
нома изучаемому объекту. Такую проверку будем называть провер-
кой адекватности аппроксимирующего полинома. То есть, необхо-
димо проверить, насколько результат вычислений соответствует 
данным проведенного эксперимента, и является ли найденная зави-
симость соответствующей изучаемому явлению. Проверка адекват-
ности заключается в доказательстве факта, что точность результа-
тов, полученных по модели, будет не хуже точности расчетов, про-
изведенных на основании экспериментальных данных. 

Адекватность аппроксимирующей функции определяется при 
помощи коэффициента детерминации, найденного как отношение 
суммы квадратов регрессии к обей сумме квадратов: 

 

SSrSSf

SSf
R


2  (2.6)
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где SSf  – сумма квадратов регрессии, SSr  – сумма квадратов ос-
татков. 

Сумма квадратов регрессии находится по формуле: 
 

  





1

0

2
N

i
cpi YxySSf  (2.7)

 

где  ixy  – расчетное значение функции отклика, cpY  – среднее зна-

чение исходных данных функции отклика. 
Сумма квадратов остатков находится по формуле: 

 

  





1

0

2
N

i
ii xyYSSr  (2.8)

 

где iY  – исходные значения функции отклика. 
Общая сумма квадратов находится по формуле: 

 

 





1

0

2
N

i
cpi YYSS  (2.9)

 

При этом должно выполняться равенство: 
 

SSrSSfSS   (2.10)
 

Выражение (2.10) может служить проверочным расчетом при 
нахождении суммы квадратов регрессии и суммы квадратов остат-
ков. 

Таким образом, величина коэффициента детерминации 
2R , 

лежащая в пределах 10
2  R  служит характеристикой адекватно-

сти математической модели объекту исследования. 

Если коэффициент детерминации 7,0
2 R , то найденная за-

висимость не адекватно описывает данные эксперимента. В этом 
случае необходимо выбрать другой вид зависимости. 

Если 7,0
2 R , то математическая модель признается адекват-

ной экспериментальным данным. 
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2.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

Исходными данными для выполнения курсовой работы явля-
ются экспериментальные данные, представленные таблично. 

1. Аппроксимировать экспериментальные данные линейной 
зависимостью вида   xaaxy 101  . Для этого составить систему 

нормальных уравнений (2.3) и решить ее относительно 0a  и 1a .  

2. Построить на одном графике экспериментальные данные и 
найденную линейную зависимость   xaaxy 101  . 

3. Выполнить проверку адекватности найденной зависимости 
экспериментальным данным с помощью коэффициента детермина-

ции 21R , найденного в соответствии с (2.6). 
4. Аппроксимировать экспериментальные данные 

квадратичной зависимостью вида   2
2102 xbxbbxy  . Для этого 

составить систему нормальных уравнений (2.3) и решить ее 
относительно 0b , 1b  и 2b .  

5. Построить на одном графике экспериментальные данные и 

найденную квадратичную зависимость вида   2
2102 xbxbbxy  . 

6. Выполнить проверку адекватности найденной зависимости 
экспериментальным данным с помощью коэффициента детермина-

ции 22R , найденного в соответствии с (2.6). 
7. Аппроксимировать экспериментальные данные 

экспоненциальной зависимостью вида   bxeaxy 3 .  

8. Построить на одном графике экспериментальные данные и 

найденную экспоненциальную зависимость вида   bxeaxy 3 . 

9. Выполнить проверку адекватности найденной зависимости 
экспериментальным данным с помощью коэффициента детермина-
ции 23R , найденного в соответствии с (2.6). 

10. Сделать вывод о том, какая из полученных функций наи-
лучшим образом аппроксимирует результаты эксперимента, и обос-
новать свои рассуждения.  
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3. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 

Важнейшим условием научно поставленного эксперимента 
является минимизация общего числа опытов, следовательно, мате-
риальных и трудовых затрат и временных ресурсов, что, конечно, не 
должно существенно отражаться на качестве полученной информа-
ции. 

Необходимо отметить еще одно важное обстоятельство. При-
менение методов планирования эксперимента ограничивается слож-
ностью или невозможностью постановки экспериментов в реальных 
условиях. Однако методы моделирования позволяют проводить с 
помощью ЭВМ различные эксперименты с моделями объектов ис-
следования. Принципиальных различий в планировании натурных 
экспериментов и исследований на ЭВМ нет, но в последнем случае 
больше возможностей изменять и стабилизировать любые перемен-
ные, которые учтены в модели. Функционирование реальной систе-
мы, связанное со случайным проявлением действия некоторых фак-
торов, легко имитируется в машинных экспериментах с помощью 
специально разработанных программ. 

3.1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ И РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Планирование эксперимента состоит в выборе числа и усло-
вий проведения опытов, позволяющих получить необходимые зна-
ния об объекте исследования с требуемой точностью.  

Рассмотрим сущность планирования эксперимента по этапам: 
1. Выбор входных и выходных переменных. Входные пере-

менные Xi, ki ,1 , которые определяют состояние объекта, назовем 
влияющими факторами. Основное требование к ним – достаточная 
управляемость, под которой понимается возможность установить 
нужный уровень фактора и стабилизировать его в течение всего 
опыта. 

Выходная переменная Y – это реакция объекта на входные 
воздействия; она носит название функции отклика. Выбор этой 
функции определяется целью исследования, которая может пред-
ставлять собой оптимизацию экономической (стоимость, произво-
дительность), технологической (точность, качество, быстродейст-
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вие), конструктивной (габариты, надежность) или другой характери-
стики объекта.  

2. Выбор области экспериментирования, т.е. области фактор-
ного пространства, изучение которой представляет интерес для ис-
следования. Границы этой области по каждому фактору Xi обуслов-
лены его минимальным и максимальным значениями, т.е. 

maxmin iii XXX  . Область экспериментирования для случая учета 

двух факторов (X1 и Х2) иллюстрируется рис. 3.1. При трех факторах 
такая область представляет собой параллелепипед. При большем 
числе факторов она ограничивается гиперплоскостями в k-мерном 
пространстве. 

 

 
Рис. 3.1. Область экспериментирования для двух факторов 

 

Оценка границ области определения (существования) факто-
ров производится на основе принципиальных ограничений либо из 
других соображений.  

Первый вид ограничений не может быть нарушен ни при ка-
ких обстоятельствах. Например, для температуры нижним пределом 
всегда будет абсолютный нуль.  

При выборе ограничений второго вида исследователь руково-
дствуется конкретными обстоятельствами, например: временем про-
текания процесса, стоимостью материала и т.п. Устанавливая об-
ласть определения, необходимо выполнять также условие совмести-
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мости факторов, т.е. значения факторов должны быть выбраны так, 
чтобы эксперимент можно было реализовать. 

3. Выбор математической модели объекта. Если аналитиче-
скую зависимость, связывающую функцию отклика Y с влияющими 
факторами Xi, найти невозможно и вид функции  kХ,...,X,XfY 21  
априори неизвестен, то целесообразно использовать степенной ряд 

 

,...
1

2

1
0  



k

i
iii

ji
jiij

k

i
ii XaXXaXaaY  (3.1)

 

где k – число влияющих факторов. 
Выражение (3.1) служит математической моделью исследуе-

мого объекта. Так как, исходя из требований практики, число членов 
степенного ряда ограничивается, аппроксимирующая функция пред-
ставляет собой полином некоторой степени. 

Для определения коэффициентов аппроксимирующего поли-
нома применяется наиболее универсальный метод наименьших 
квадратов. Как отмечалось выше, при его использовании необходи-
мым условием получения статистических оценок является выполне-
ние неравенства sN  , т.е. количество опытов N должно быть 
больше, чем число коэффициентов полинома s. Увеличить N можно 
повторением опыта в исходных точках эксперимента либо увеличе-
нием количества этих точек. Второй путь дает возможность не толь-
ко учесть погрешности измерения, но и оценить адекватность ап-
проксимирующего полинома во всей области экспериментирования. 

Для удобства обработки и интерпретации результатов экспе-
римента целесообразно все факторы представить в безразмерной 
форме, для чего производят операцию кодирования переменных. Ее 
сущность заключается в том, что начало координат факторного про-
странства переносится в точку с координатами iX  (рис. 3.1, центр 

эксперимента – точка 0), где  minmax5,0 iii XXX  . Кроме того, 

интервал варьирования факторов  minmax5,0 iii XXI   разбивается 

на ряд уровней, симметричных относительно центра эксперимента. 
В случае составления симметричных двухуровневых планов все k 
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факторов изменяются на двух уровнях, при этом значениям maxiX  

отвечает кодированная переменная 1ix , а значениям miniX  со-

ответствует 1ix . Для количественных факторов связь между 

физическими  iX  и кодированными  ix  значениями факторов оп-

ределяется соотношением   iiii IXXx  . 
Описанные преобразования являются линейными. Поэтому в 

аппроксимирующей функции (3.1) изменяются только коэффициен-
ты при факторах, т.е. 
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где xi – влияющие факторы в безразмерной форме (независимые пе-
ременные). 

Заметим, что число членов полинома (3.2) при практической 
аппроксимации обычно ограничивается учетом линейного и квадра-
тичного влияния факторов, а также эффекта парного их взаимодей-
ствия. 

4. Составление плана эксперимента. Выбрав математическую 
модель объекта, определяют, какое значение должен принимать ка-
ждый из факторов в каждом из опытов. Таблица, составленная из 

значений факторов для каждого опыта, как независимых ( ki ,1 ) 

так и зависимых ( 1,1  ski ), называется матрицей планирова-
ния, ее часть, которая включает в себя значения независимых пере-
менных, и является планом эксперимента. 

Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочета-
ния уровней факторов, называется полным факторным эксперимен-
том (ПФЭ).  

Если k факторов варьируются на двух уровнях, то число всех 
возможных сочетаний факторов равно 2k. Тогда полный факторный 
эксперимент называется ПФЭ типа 2k. Если число уровней факторов 
составляет n, необходим ПФЭ типа nk. 
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В качестве примера рассмотрим составление плана ПФЭ 22. 

Число опытов в этом случае 422 N . Соответствующая матрица 
планирования представлена таблице 3.1. 

Таблица 3.1 
 

Номер опыта 0х  1х  2х  213 ххх   Y  

1 +1 –1 –1 +1 Y1 

2 +1 +1 –1 –1 Y2 

3 +1 –1 +1 –1 Y3 

4 +1 +1 +1 +1 Y4 

 

Данный план соответствует модели вида 
 

.2112221100 xxbxbxbxbY   (3.3)
 

Первый столбец матрицы занимает фиктивный фактор 
10 x  при коэффициенте полинома b0. Столбцы матрицы 1x  и 2x , 

обведенные рамкой (табл. 3.1), задают планирование: по ним непо-
средственно определяются условия опытов; столбец 3x  является 

самостоятельным и заполняется по данным столбцов 1x  и 2x . Он, 

как и столбец 0x , используется при расчетах. 

По результатам эксперимента, проведенного в соответствии с 
представленным планом, можно определить все четыре коэффици-
ента полинома (3.3). Однако в этом случае 4s  и, следовательно, 

условие sN   не выполняется, что не позволяет произвести стати-
стических оценок аппроксимирующей зависимости. Для получения 
таких оценок нужно ограничиться линейной зависимостью без учета 
взаимовлияния факторов (при этом 43  Ns ) либо провести до-

полнительный опыт в нулевой точке 021  xx  (тогда 
54  Ns ).  

Если ошибка опыта априори неизвестна, для ее оценки опыты 
в каждой точке плана нужно повторить. 
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В общем случае ПФЭ типа 2k обладает следующими свойства-
ми: 

– симметричностью относительно центра эксперимента; 
при этом алгебраическая сумма элементов вектора-столбца для каж-
дого фактора равна нулю: 

 

,,1,0
1

kix
N

u
iu 



 (3.4)

 

где xiu – значение i-го фактора в u-м опыте; 
– соответствием условиям нормировки (сумма квадратов 

элементов каждого столбца равна числу опытов): 
 

kiNx
N

u
iu ,0,

1

2 


 (3.5)

 

Это условие следует из того обстоятельства, что значения 
факторов в матрице задаются в кодированном виде  1;1  ; 

– условиям ортогональности, при этом сумма почленных про-
изведений любых двух векторов-столбцов матрицы равна нулю: 

 

kjijixx ju

N

u
iu ,1,;,0

1




 (3.6)

 

Ортогональность матриц планирования позволяет при обра-
ботке данных с помощью метода наименьших квадратов получить 
независимые друг от друга оценки коэффициентов.  

При выполнении условий (3.4) ÷ (3.6) коэффициенты аппрок-
симирующего полинома рассчитываются по формулам: 

 

juiu

N

u
uijiu

N

u
ui xxY

N
bxY

N
b 




11

1
;

1  (3.7)

 

Заметим, что модель типа (3.3) включает только линейные 
эффекты и эффекты парного взаимодействия факторов. Планы, со-
ответствующие этой модели, называются планами первого порядка. 
В случае необходимости учета нелинейного влияния фактора ап-
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проксимирующий полином должен содержать члены более высокого 
порядка. В частности, модель с квадратичными членами для двух 
факторов (полная квадрика) имеет вид 

 

.2
222

2
1112112221100 xbxbxxbxbxbxbY   (3.8)

 

Для оценки коэффициентов полинома вида (3.8) следует поль-
зоваться более сложными планами, чем планы первого порядка. Это 
обусловлено тем обстоятельством, что помимо информации о коэф-
фициентах при линейных членах и членах, учитывающих эффект 
взаимодействия, необходимо оценить коэффициенты bi при квадра-
тичных членах аппроксимирующего полинома. Планы этого типа 
называются планами второго порядка. 

3.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

Для обработки результатов эксперимента необходимо вос-
пользоваться следующей схемой: 

1. На основании данных параллельных наблюдений оценить 
дисперсию воспроизводимости 

iyD  для каждой строки плана по 

формуле: 
 

  



2

1

1
iijy yy

m
D

i
 (3.9)

 

где 



m

j
iji y

m
y

1

1
 – среднее значение y  в i-том опыте (незакрашеный 

кружок на рис. 3.2), ijy  – экспериментальные значения функции от-

клика (черные точки на рис. 3.2), m  – число повторений i-того опы-
та. 

2. Определить критерий Кохрена G , который представляет 
собой отношение максимальной дисперсии воспроизводимости к 
сумме всех дисперсий, по формуле: 

 




iy

y

D
D

G max  (3.10)
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Рис. 3.2. Графическая интерпретация результатов эксперимента: 
 

После этого выполнить проверку однородности дисперсий 
(погрешности опыта). Для этого рассчитанное по (3.10) значение 
критерия Кохрена G  при принятом уровне значимости   (  – ве-
роятность отвергнуть правильную гипотезу при условии, что она 
верна, чаще всего 05,0 ) сравнить с табличным значением TG  

(прил. 1), которое является функцией числа степеней свободы 1m  
и N .  

Если TGG  , то гипотеза о равноточности дисперсий воспро-
изводимости не отвергается. При этом признается, что все опыты 
выполнены с равной погрешностью. 

Если условие TGG   не выполняется, то делают вывод, что 
опыты выполнены не с равной погрешностью, и эксперимент необ-
ходимо переделать. 

3. Найти коэффициенты аппроксимирующего полинома (3.3) 
по формулам (3.7). Записать уравнение полинома и найти расчетные 
значения функции отклика. 

4. Проверить гипотезу об адекватности модели изучаемому 
объекту по критерию Фишера F, найденного по формуле: 

 

o

a

y

y

D
D

F   (3.11)

 

Здесь 
ayD  – дисперсия адекватности, характеризующая рас-

сеивание экспериментальных значений у относительно аппроксими-
рующей кривой, определяемая по формуле: 

y 

xx1            x2             x3 

 
 
 


 
 
 


 
 
 


 
 
 




 24

 

 






N

i
iэipy yy

sN
D

a
1

21  (3.12)

 

где N – число опытов, s – число коэффициентов полинома, ipy  и 

iэy  – расчетные и экспериментальные значения у в i-том опыте со-

ответственно. 

oyD  – дисперсия опыта, характеризующая рассеяние значений 

выходного параметра у в эксперименте, и рассчитывается по форму-
ле: 
 


io yy D

mN
D 1

 (3.13)

 

где 
iyD  – дисперсия воспроизводимости опытов, найденная по 

формуле (3.9), mN – общее число опытов. 
Для оценки качества регрессионной модели выполняется 

сравнение рассчитанного по (3.11) значения критерия Фишера F и 
табличного значения FT (прил. 2), зависящим от числа степеней сво-
боды  1mN  и sN  . 

Табличное значение критерия Фишера FТ – это максимально 
возможное значение критерия под влиянием случайных факторов 
при данных степенях свободы и уровне значимости.  

Если TFF  , то гипотеза об адекватности аппроксимирующей 
зависимости экспериментальным данным не отвергается (математи-
ческая модель признается адекватной объекту исследования).  

Если неравенство TFF   не удовлетворяется, то гипотеза об 
адекватности аппроксимирующей зависимости экспериментальным 
данным отвергается (математическая модель признается неадекват-
ной объекту исследования). В данном случае следовало бы либо 
увеличить число опытов эксперимента, либо поменять вид аппрок-
симирующей зависимости. 

5. Проверить значимость коэффициентов полинома (3.3) по 
критерию Стьюдента (отдельно по каждому коэффициенту), рассчи-
танному по формуле: 
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i

i
b

i
b

b
t


  (3.14)

 

где ib  – абсолютное значение коэффициента аппроксимирующего 

полинома; 
ib  – среднее квадратическое отклонение коэффициентов 

аппроксимирующего полинома ib , 
ii bb D ; 

ibD  – дисперсия ко-

эффициентов аппроксимирующего полинома ib , 
N

D
D o

i

y
b  . 

Значение 
ibt  сравнивается с табличным Тt  (прил. 3). Если 

Tb tt
i
 , то коэффициент ib  считается не значимым (т.е. можно при-

нять 0ib ) и соответствующее слагаемое исключается из уравне-

ния регрессии. Если Tb tt
i
 , то коэффициент ib  считается значимым 

(существенно влияющим на функцию отклика). 
После сравнения расчетных значений 

ibt  и табличным Тt , из 

рассмотрения исключаются незначимые коэффициенты, и осущест-
вляется повторная проверка адекватности модели. 

Таким образом, оценка значимости коэффициентов аппрок-
симирующей зависимости позволяет исключить из уравнения незна-
чимые коэффициенты, тем саамы упростить вид аппроксимирующей 
зависимости. 

6. Завершить вычисления интерпретацией модели в терминах 
объекта исследования. Прежде всего, выяснить, в какой мере каж-
дый из факторов влияет на функцию отклика. Значения линейных 
коэффициентов служат количественной мерой, оценивающей влия-
ние факторов: чем больше коэффициент ib , тем сильнее это влия-

ние. Знак коэффициента позволяет судить о характере зависимости 
функции отклика от соответствующих факторов.  

Затем аналогично следует проанализировать эффект парных 
взаимодействий. 
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4. ВЫРАВНИВАНИЕ СТАТИСТИЧЕСКИХ РЯДОВ 

Законом распределения случайной величины X называется 
любое правило, позволяющее находить вероятность Р всевозмож-
ных событий, связанных с этой случайной величиной. Например, 
вероятность того, что случайная величина X не примет какое-то зна-
чение или попадет в определенный интервал. В последнем случае 
обычно пользуются так называемой плотностью распределения не-
прерывной случайной величины  xf . При этом вероятность попа-
дания этой величины в интервал bxa   будет 

 

   
b

a

dxxfbxaP  (4.1)

 

а интеграл от плотности распределения в пределах   ;  равен 
единице. 

4.1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ И РАСЧЕТНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Предположим, на основе эксперимента имеем n наблюдений 
случайной величины X, которые разделим на k интервалов ix . Под-
считаем количество значений этой величины mi, приходящихся на 
каждый интервал. Тогда частота появления X в интервале ∆xi равна 

 

n
m

p i
i

*
*   (4.2)

 

Составим статистический ряд (табл. 4.1), в котором приведены 
интервалы в порядке их расположения по оси X, а также соответст-
вующие им частоты. 

Число интервалов, в которые, следует группировать статисти-
ческий материал, не должно быть слишком большим (тогда ряд рас-
пределения становится невыразительным, и частоты в нем обнару-
живают незакономерные колебания); с другой стороны, оно не 
должно быть слишком малым (при малом числе разрядов свойства 
распределения описываются статистическим рядом слишком грубо). 
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Практика показывает, что в большинстве случаев рационально вы-
бирать порядка 10-20 интервалов.  

Таблица 4.1 
Статистический ряд 

 

ix   10 , xx   21 , xx  …  1, ii xx  …  kk xx ,1  

*
ip  *

1p  *
2p  … *

1ip  … *
kp  

 

Статистический ряд часто оформляется графически в виде 
гистограмм. Для построения гистограммы по оси абсцисс отклады-
вают интервалы ix  и на каждом из них, как на основании, строят 

прямоугольник, площадь которого равна *
ip  (рис. 4.1). Таким обра-

зом, из условия построения следует, что площадь гистограммы рав-
на единице. 

 

 
Рис. 4.1. Гистограмма распределения случайной величины 

 

Имея гистограмму распределения, можно построить статисти-
ческую функцию распределения. 

С помощью гистограммы распределения можно подобрать 
наиболее вероятную теоретическую кривую плотности распределе-
ния случайной величины X. Эта задача называется выравниванием 
статистических распределений. Наилучшее приближение статисти-
ческой зависимости к имеющемуся статистическому материалу вы-
бирается, исходя из соображений, связанных с физикой решаемой 
задачи или с внешним видом гистограммы. 

Пользуясь данными статистического ряда, можно приближен-

но построить и статистическую функцию распределения  xF *  ве-
личины X. Для практики обычно достаточно построить статистиче-
скую функцию распределения по нескольким точкам. В качестве 
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этих точек удобно взять границы интервалов kxхх ...,,, 10 , которые 
фигурируют в статистическом ряде. Тогда,  
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(4.3)

 

Соединяя полученные точки ломаной линией или плавной 
кривой, получим приближенный график статистической функции 

распределения  xF * . Пример гистограммы распределения и стати-
стической функции распределения приведены на рис. 4.2 и 4.3 соот-
ветственно.  

 

 
 

Рис. 4.2. Гистограмма распределения 
величины X 

Рис. 4.3. Статистическая функция  
распределения

 

Во многих случаях при обработке экспериментальных данных 
предполагается, что распределение случайных величин подчиняется 
нормальному закону, или закону ошибок, введенному Гауссом. Сле-
дует отметить, что в большинстве случаев это предположение оп-
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равдано. Однако если априори закон распределения или его пара-
метры неизвестны, то следует проверить правильность соответст-
вующих гипотез. 

Непрерывная случайная величина Х называется распределен-
ной по нормальному закону, если ее плотность распределения имеет 
вид: 

 

   









 





2

2

2
exp

2

1

x

x

x

mx
xf


 (4.4)

 

где xm  и x  – математическое ожидание и среднее квадратическое 

отклонение случайной величины Х соответственно. 
Нормализованным нормальным распределением называется 

такое нормальное распределение, у которого 0xm  и 1x . Из 
нормализованного распределения можно получить любое другое 
нормальное распределение с заданными xm  и x  по формуле: 

xx xmz  .  

 
Рис. 4.4. Графический вид нормального закона распределения случайной 

 величины Х с параметрами 0xm  и 1x  (распределение нормализовано) 
 

График плотности нормального распределения имеет вид ко-
локола. На рис. 4.4 показано нормализованное нормальное распре-
деление.  

График (рис. 4.4) показывает, что в области xx x    на 

графике сосредоточено 68 % площади распределения, в области 
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xx x  22   – сосредоточено 95,4 % площади распределения, в 

области xx x  33   – сосредоточено 99,7 % площади распреде-

ления. Таким образом, практически все значения нормально распре-
деленной случайной величины лежат в интервале  
 xxxx mm  33 ;  . Это правило называется «правилом трех 

сигм». Другими словами, если отклонение случайной величины X 
превосходит x3 , то это свидетельствует либо о грубой ошибке в 

опыте (так называемый «промах»), либо о том, что случайная вели-
чина распределена не в соответствии с нормальным законом распре-
деления. И в том, и в другом случаях объем эксперимента следует 
увеличить. 

 

Свойства нормального распределения 
Как видно из (4.4), нормальное распределение имеет два пара-

метра: математическое ожидание xm  и среднеквадратичное откло-

нение x  величины Х от этого математического ожидания xm .  

Изменение параметра нормального распределения xm  приво-
дит к сдвигу кривой по оси x (рис. 4.5).  

 

 
Рис. 4.5. Влияние параметра «математическое ожидание»  

на вид закона нормального распределения случайной величины Х 
 

Изменение параметра нормального распределения x  приво-
дит к масштабированию формы по оси x (рис. 4.6). При этом в лю-
бом случае площадь под кривой плотности вероятности всегда не-
изменна и равна 1.  
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Рис. 4.6. Влияние параметра «среднее квадратическое отклонение»  
на вид закона нормального распределения случайной величины Х 
 

Рассмотрим подробнее функцию распределения случайной ве-
личины, распределенной по нормального закону. Данная функция 
носит название функции Лапласа (рис. 4.7) и задается интегралом от 
плотности вероятности нормального распределения: 

 

   
dx

mx
xF

x

x

x





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




 





2

2

2
exp

2

1


 (4.5)

 

 
Рис. 4.7. Функция Лапласа 

 

Этот интеграл не берется в общем виде, поэтому функция Ла-
пласа задана в виде таблицы (прил. 4) для 0xm  и 1x . 

Поскольку функция Лапласа является симметричной относи-
тельно точки  5,0;0 , то    xFxF  1 . Поэтому в таблице содер-
жится только одна из ее симметричных частей.  

Если задается интервал интегрирования функции Лапласа 
 ba, , то:  
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Выравнивание статистических рядов 
Во всяком статистическом распределении неизбежно присут-

ствуют элементы случайности, связанные с тем, что число наблюде-
ний ограничено, что произведены именно те, а не другие опыты, 
давшие именно те, а не другие результаты. Только при очень боль-
шом числе наблюдений эти элементы случайности сглаживаются, и 
случайное явление обнаруживает в полной мере присущую ему за-
кономерность. На практике мы почти никогда не имеем дела с таким 
большим числом наблюдений и вынуждены считаться с тем, что 
любому статистическому распределению свойственны в большей 
или меньшей мере черты случайности. Поэтому при обработке ста-
тистического материала часто приходится решать вопрос о том, как 
подобрать для данного статистического ряда теоретическую кривую 
распределения, выражающую лишь существенные черты статисти-
ческого материала, но не случайности, связанные с недостаточным 
объемом экспериментальных данных. Такая задача называется зада-
чей выравнивания (сглаживания) статистических рядов.  

Задача выравнивания заключается в том, чтобы подобрать 
теоретическую плавную кривую распределения, с той или иной точ-
ки зрения наилучшим образом описывающую данное статистиче-
ское распределение (рис. 4.8).  

Предположим, что исследуемая величина X –  это ошибка из-
мерения, возникающая в результате суммирования воздействий 
множества независимых элементарных ошибок, тогда из теоретиче-
ских соображений можно считать, что величина X подчиняется нор-
мальному закону (4.4) и задача выравнивания переходит в задачу о 
рациональном выборе параметров xm  и x . 
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Рис. 4.8 Гистограмма и теоретическая кривая 

 
Таким образом, требуется подобрать параметры xm  и x  так, 

чтобы функция  xf  наилучшим образом описывала данный стати-
стический материал.  

Один из методов, применяемых для решения этой задачи, яв-
ляется метод моментов. Согласно методу моментов, параметры xm  

и x  выбираются с таким расчетом, чтобы несколько важнейших 

числовых характеристик (моментов) теоретического распределения 
были равны соответствующим статистическим характеристикам. То 

есть, должны выполняться условия *
xх mm   и *

xх   . 
Статистическое математическое ожидание находится по фор-

муле: 





k

i
ixx pmm

i
1

**  (4.7)

 

где 
ixm  – среднее значение интервала, *

ip  – частота появления ве-

личины появления X в i-том интервале. 
Статистическое среднее квадратическое отклонение находится 

в соответствии с выражением: 
 

x 

y 
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**
xx D  (4.8)

 

где *
xD  – дисперсия величины X, определяемая по формуле: 

 

 2***
xx mD   (4.9)

 

где   – второй начальный момент, определяемый выражением: 
 





k

i
ix pm

i
1

*2*  (4.10)

 

Критерий согласия Пирсона 
Предположим, что гистограмма может быть аппроксимирова-

на аналитической функцией  xf . Как бы хорошо ни была подобра-
на теоретическая кривая, между нею и статистическим распределе-
нием неизбежны некоторые расхождения. 

Естественно возникает вопрос: объясняются ли эти расхожде-
ния только случайными обстоятельствами, связанными с ограничен-
ный числом наблюдений, или они являются существенными и свя-
заны с тем, что подобранная нами кривая плохо выравнивает данное 
статистическое распределение. Для ответа на этот вопрос может 

быть использован критерий согласия 2  (читается «хи-квадрат»), 
предложенный Пирсоном.  

Предположим, что произведено n  независимых опытов, в ка-
ждом из которых случайная величина X  приняла определенное 
значение. Результаты опытов сведены в статистический ряд 
(табл. 4.1). Требуется проверить, согласуются ли экспериментальные 
данные с гипотезой о том, что случайная величина X  имеет данный 
закон распределения (заданный функцией распределения  xF  или 

плотностью распределения  xf ). Назовем этот закон распределе-
ния «теоретическим».  

Зная закон распределения, можно найти теоретические веро-
ятности попадания случайной величины в каждый из интервалов: 

kppp ...,,, 21 . 
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Проверяя согласованность теоретического и статистического 
распределений, будем исходить из расхождений между теоретиче-

скими вероятностями ip  и наблюденными частотами *
ip .  

В качестве меры расхождения между теоретическим и стати-
стическим распределениями выбрана сумма квадратов отклонений 
между вероятностями, взятых с некоторыми «весами» iс :  

 

 



k

i
iii ppс

1

2*2  (4.11)

 

Коэффициенты iс  («веса» интервалов) вводятся потому, что в 
общем случае отклонения, относящиеся к различным разрядам, 
нельзя считать равноправными по значимости. Действительно, одно 

и то же по абсолютной величине отклонение  ii pp * , может быть 

мало значимым, если сама вероятность ip  мала. Поэтому «веса» iс  

необходимо взять обратно пропорциональными вероятностям ip  
попадания случайной величины в каждый из интервалов.  

К. Пирсон показал, что если положить  
 

i
i p

nс   (4.12)

 

то при большом числе опытов n  закон распределения величины 2  
обладает простыми свойствами: он практически не зависит от функ-
ции распределения  xF  и от числа опытов n , а именно, этот закон 

при увеличении n  приближается к так называемому «распределе-

нию 2 ».  
Таким образом, с учетом (4.12) выражение (4.11) примет вид: 
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Учитывая, что 
n

m
p i

i 
* , где im  – число значений в i-том ин-

тервале, получим:  
 

 





k

i i

ii

np
npm

1

2
2  (4.14)

 

Распределение 2  зависит от параметра r , называемого чис-
лом «степеней свободы» распределения. Число «степеней свободы» 
r  равно числу интервалов k  за вычетом числа независимых усло-

вий («связей»), наложенных на частоты *
ip . Обычно на *

ip  накла-

дывают следующие условия s : 

1. Сумма частот 
*

i
p  должна равняться единице. 

 

1
1

* 


k

i
ip  

 

2. Средние значения теоретического и статистического рас-
пределений должны совпадать. 

 

ix

k

i
ii mpx 

1

*  

 

3. Должны совпадать теоретическая и статистическая диспер-
сии. 

 

  x

k

i
ixi Dpmx

i


1

*2
 

 

Для распределения 2  составлены таблицы (прил. 5). Пользу-

ясь этими таблицами, можно для каждого значения 2  и числа сте-

пеней свободы r  найти вероятность p  того, что величина, распре-

деленная по закону 2 , превзойдет это значение.  
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Если найденное значение p  велико, то гипотезу о том, что 

функция  xf  пригодна для аппроксимации полученной гистограм-
мы, можно признать не противоречащей опытным данным. Если же 
вероятность p  мала (менее 0,1), то эта гипотеза отбрасывается как 
неправдоподобная.  

4.2. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ 

Индивидуальное задание содержит n выборочных данных.  
1. Для составления статистического ряда необходимо разбить 

данные на 6-10 равных интервалов. Для этого найти хmin и xmax. Запи-
сать размах выборки minmax xx  . Определить длину интервала 

kh  , где k – число интервалов (выбрать самостоятельно от 6 до 

10 интервалов).  
2. Составить статистический ряд (табл. 4.2).  

Таблица 4.2 
 

ix   10 , xx   21 , xx  …  1, ii xx  …  kk xx ,1  

mi m1 m2 … mi+1 … mk 
*
ip  *

1p  *
2p  … *

1ip  … *
kp  

 

Записать последовательно интервалы ix . Найти количество 
значений mi, приходящихся на каждый интервал. Подсчитать для 

каждого интервала частоту *
ip  попадания данных в каждый интер-

вал. Убедиться, что сумма всех частот *
ip  равна 1. 

3. Построить гистограмму распределения. Для этого на оси ОХ 
отложить все интервалы и на каждом из них построить прямоуголь-

ник высотой h
pi

*

.  

4. На этом же графике построить статистическую плотность 
распределения. Для этого соединить отрезками точки с координата-

ми 







h
px i

i

*

; , где ix  - средние значение i-того интервала. 
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5. Выдвинуть гипотезу о нормальном распределении результа-
тов эксперимента. Для этого параметры xm  и x  принять такими, 

чтобы математическое ожидание xm  и среднее квадратическое от-

клонение x  теоретического распределения совпадали с соответст-

вующими статистическими характеристиками *
xm  и *

x . То есть, 

должны выполняться условия *
xх mm   и *

xх   . 

6. Рассчитать числовые значения параметров *
xm  и *

x . 
7. Записать теоретическую функцию плотности распределения 

 xf . Найти ее значения для середин отрезков i-того интервала. ix . 

Записать результаты вычислений в таблицу 4.2, добавив соответст-
вующую строку. 

8. Построить на одном графике гистограмму распределения, 
графики статистической и теоретической плотности распределения. 

9. Вычислить меру расхождения 2  между теоретическим и 
статистическим распределениями по критерию Пирсона. 

10. Определить число степеней свободы skr  .  

11. По r  и 2  с помощью таблиц (прил. 5) определить вероят-

ность того, что величина, имеющая распределение 2  с r  степеня-

ми свободы, превзойдет данное значение 2 . Если эта вероятность 
весьма мала (менее 0,1), то гипотеза отбрасывается как неправдопо-
добная. В этом случае следует либо выбрать другой вид распределе-
ние, либо провести дополнительные эксперименты. 

Если эта вероятность относительно велика (больше 0,1), то ги-
потезу можно признать не противоречащей опытным данным. В 
этом случае признается, что случайная величина, представленная 
выборкой, имеет нормальный закон распределения. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 
Табличное значение критерия Кохрена 

 

N 
1m  

1 2 3 4 5 7 9 16 36 

2 0,998 0,975 0,939 0,906 0,877 0,833 0,801 0,734 0,660 

3 0,967 0,871 0,798 0,746 0,707 0,653 0,617 0,547 0,475 

4 0,906 0,768 0,684 0,629 0,589 0,536 0,502 0,437 0,372 

5 0,841 0,684 0,598 0,544 0,506 0,456 0,424 0,364 0,307 

6 0,781 0,616 0,532 0,480 0,445 0,398 0,368 0,314 0,261 

7 0,727 0,561 0,480 0,431 0,397 0,354 0,326 0,276 0,228 

8 0,680 0,516 0,438 0,391 0,360 0,318 0,293 0,246 0,202 

9 0,638 0,478 0,403 0,358 0,329 0,290 0,266 0,223 0,182 

10 0,602 0,445 0,373 0,331 0,303 0,267 0,244 0,203 0,166 

15 0,471 0,335 0,276 0,242 0,220 0,191 0,174 0,143 0,114 

20 0,389 0,270 0,220 0,192 0,174 0,150 0,136 0,111 0,088 

30 0,293 0,198 0,159 0,138 0,124 0,106 0,096 0,077 0,060 

60 0,174 0,113 0,090 0,076 0,068 0,058 0,052 0,041 0,032 
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Приложение 2 
Табличное значение критерия Фишера 

 

 1mN
 

sN   

1 2 3 4 5 6 8 10 15 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,40 19,43

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,85 8,79 8,70 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 5,96 5,86 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,74 4,62 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,15 4,06 3,94 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,73 3,64 3,51 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,44 3,35 3,22 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,23 3,14 3,01 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,07 2,98 2,85 

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,85 2,75 2,62 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,70 2,60 2,46 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,59 2,49 2,35 

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,51 2,41 2,27 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,35 2,20 
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Приложение 3 
Табличное значение критерия Стьюдента 

 

 1mN  Tt   1mN  Tt  

1 12,7060 11 2,2010 

2 4,3020 12 2,1788 

3 3,1820 13 2,1604 

4 2,7760 14 2,1448 

5 2,5700 15 2,1314 

6 2,4460 16 2,1190 

7 2,3646 17 2,1098 

8 2,3060 18 2,1009 

9 2,2622 19 2,0930 

10 2,2281 20 2,0860 
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Приложение 4 
Табличное значение функции Лапласа 

 

х   хФ  х   хФ  х   хФ  х   хФ  х   хФ  

0,00 0,00000 1,00 0,34134 2,00 0,47725 3,00 0,49865 4,00 0,49997 

0,05 0,01994 1,05 0,35314 2,05 0,47982 3,05 0,49886 4,05 0,49997 

0,10 0,03983 1,10 0,36433 2,10 0,48213 3,10 0,49903 4,10 0,49998 

0,15 0,05962 1,15 0,37493 2,15 0,48422 3,15 0,49919 4,15 0,49998 

0,20 0,07926 1,20 0,38493 2,20 0,48610 3,20 0,49932 4,20 0,49999 

0,25 0,09871 1,25 0,39435 2,25 0,48778 3,25 0,49928 4,25 0,49999 

0,30 0,11791 1,30 0,40320 2,30 0,48928 3,30 0,49952 4,30 0,49999 

0,35 0,13683 1,35 0,41149 2,35 0,49062 3,35 0,49960 4,35 0,49999 

0,40 0,15542 1,40 0,41924 2,40 0,49180 3,40 0,49967 4,40 0,49999 

0,45 0,17364 1,45 0,42647 2,45 0,49286 3,45 0,49972 4,45 0,50000 

0,50 0,19146 1,50 0,43319 2,50 0,49379 3,50 0,49977 4,50 0,50000 

0,55 0,20884 1,55 0,43943 2,55 0,49462 3,55 0,49981 4,55 0,50000 

0,60 0,22575 1,60 0,44520 2,60 0,49534 3,60 0,49984 4,60 0,50000 

0,65 0,24215 1,65 0,45053 2,65 0,49598 3,65 0,49987 4,65 0,50000 

0,70 0,25804 1,70 0,45543 2,70 0,49654 3,70 0,49989 4,70 0,50000 

0,75 0,27337 1,75 0,45994 2,75 0,49702 3,75 0,49991 4,75 0,50000 

0,80 0,28814 1,80 0,46407 2,80 0,49745 3,80 0,49993 4,80 0,50000 

0,85 0,30234 1,85 0,46784 2,85 0,49782 3,85 0,49994 4,85 0,50000 

0,90 0,31594 1,90 0,47128 2,90 0,49814 3,90 0,49995 4,90 0,50000 

0,95 0,32894 1,95 0,47441 2,95 0,49841 3,95 0,49996 4,95 0,50000 
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Приложение 5 
Табличное значение распределения 2    

 

      p 
r 

0,99 0,95 0,90 0,80 0,50 0,20 0,10 0,05 0,01 

1 0,00 0,01 0,02 0,06 0,45 1,64 2,71 8,84 6,64 

3 0,12 0,35 0,58 1,01 2,37 4,64 6,26 7,82 11,8 

5 0,65 1,14 1,61 2,84 4,35 7,29 9,24 11,1 15,1 

7 1,24 2,17 2,38 3,82 6,35 9,80 12,0 14,1 18,5 

9 2,09 3,32 4,17 5,38 8,34 12,2 14,7 16,9 21,7 

12 3,57 5,23 6,30 7,81 11,3 16,8 18,5 21,0 28,2 

16 5,23 7,26 8,55 10,8 14,8 19,8 22,8 25,0 80,6 

18 7,02 9,39 10,9 12,9 17,8 22,8 26,0 28,9 34,8 
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